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^tü einer Steil&e wn ^afycm mit ber tmttrefflic^n §e 
@ammlun9 Don SCufgaben aus bec aQgemetnen älrit^met 
2Uge&to »ertraut, foluie burd& f(&rift(ic^en ffierfel&r mit bei 
Derel^rten Stutot tierfeI6en in feinen Äenntniffen uielfac^ bei 
^at ber SSetfaffer biefeö aBeglceiferS unb mit i^m toiete 
Se^rer ber SRat^emati! bei bem ©i$ulge6rau$e ber ©ar 
immer bie Siotl^hjenbiöCeit em*)funben, ben Schülern ein 
ober aiegelBud^ in bie §anb ju geben, iroburc& eä ii&nen 
li^t toerbe, bie Definitionen, §orme[n, 2ei)x\&^e unb Semei 
Bottenbetem 5penfnm ju repetiren unb bem @ebäi$tntffe ei 
gen. 3n ©rmangeinng eine« fold&en Suc&e« toutben ben £ 
im Saufe beä Unterric^tä im Slnfc^lnffe an bie ©ammli 
tDi^tigffen ©äfee unb iöeweife bidirt unb »on benfelben in 
tleinen §efte gefammelt. ©o ift biefer ßommentar aU 
entlauben. Obwohl eS an »ortrefflidden Sägern biefer 3C 
fe^lt, fo liegt e& boc^ auf ber ^anb, bag bei einem Sel^ 
fianbe, toie bie 3)tatl&ematit eS iji, unb bei ber auf ®9i 
für bicfen S^eil be« Untertii$tä o^ne()in fel^r befi^räntten 
»on ©tunbcn es ben ©c&ülem möglid^fi lei^t unb \ 
gemacht »erben muffe, bas ®rlemte ju befefüflen. S)ieS i 
beS Serfajfers ©:fa^rungen nur baburc^ ga. erreichen, ba 
i^nen einen turjgefagten gii^rer an bie ^anb gibt, nett 
aud^ bem von ber eingeführten 2[ufgabenfammlnng befolgten 
mögti(i&ft (napi) anf^liefet na^ 2tbf$nitfen, SßoragraiJ^f 
9himmem. SHefer praftifc^e Qmä War bie leitenbe 3? 
ber äbfaffung beS Sucres. ^inrtc&tlii$ beS etroo jU »iet 
wenig ©egebenen mögen bie anfprüc^e monc^er Se^rer abu 
fein; inbeffen glaubt ber aSerfajfer ben angebeuteten Sf^d, 
junäd^fl im Suge bel&alten t^a*/ ndratic^ concife 3)orReIlu: 



IV 

))cafti(4e Scaudr&arlnt, nteici^t gu ^ben, fteilt^i ^ unb ba auf 
Stoßen iDijtenfi^aftli^er ^oim unb SJoKenbung, einet SlnfoTberung, 
™..rA. «««.r^infg q„ umfangtridfiere Se^6üii6cr ju fleBen i[l. 

©ejie^ng bflrfte boä borliegenbe 8uc^ au$ twn 
'at^ematit eine fel^c nnUtominene 3^9"^^ W^ ^i^f= 
I fein, in ber nämlic^, bag ^in unb tmebet baiauf 
men ifl, bie ^^eilna^me an gef(^$tUi:^ matl^emati= 
gen anjuregen, ein 3"teteffe, meld&eS feit einem 
nbert untet ben beulf(i(ien HRat^matitem fafl ganj 
(Dar, in neuefler 3*'* o^" ^wrc^ bte gorfi^ungen 
e, ßantor, Steinfi^neiber, Sicrnatfi, 
E^ü^Ieä iinb ^ring Soncompagni mieber 
len 2(uffii&»ung genommen \)<ü, ttojn aytät bie 
en unb [iterarift^en SloHjen, bie ben neueften 3[uf: 
gtnal« beigefügl (tnb, einen SSeteg ftefern. 
e bet allgemeinen Stuflßfung bet ©leid&ungen i|l 
©orgfolt unb ßiebe iel^anbelt, unb mit einigen 
gSmetlfoben au§ge|lattet toorben, ba ber Serfaffet 
ber aigebro mit oorjüglii'&er Steigung juget^on ift. 
^t ber aSerfaffet no$ bie angencl^me ^pic^t ä" 
getrn ißrofeffor ^iS feinen Sianf ouäjufpre^en 
lität, tDomit berfelbe i^m hon 3lom aus bie Stit 
m liefe, ba6 biefer ßommentar feinem SBunfi^e 
büfe er biefe 3(rbeit alä eine Berbienpli^e anfe^e, 
n aSerbreitung ber SHufgabenfammfung nur fiSrber: 

iufeete 3lu§ftottung beä SBuc^eS unb bie ©orgfali 
itbelangt, fc> glaube i^ bieS aU ein befonbereä 
ifre^rCic^en 9!crlagS&ui$^anblung um bie Smpfc^: 
lg bairfenb l^erBor^eben ju mitffen. 
. biefeS §ülfSbuii^ feine aSefiimmung erfÖHen unb 
1 gat^genoffen R^ einer günffigen Seuribcilung 

)en 24. muti 1869. 
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pte Strttl^mctif (oIql&^tjtixij) Ip bei bcn ©rieben, ben 
Arabern be^ äßittelalterd unb ben Werfern be^ fed^i^jel^nten ^äüft^ 
l^unbert^, tocld^e ftd^ bei^felben äBotteiJ beblenen, eine rein fpecn« 
laüoe SBiffenfd^a^, beten ©egenflanb bie Qäiflmhinhe ifl, b. i. 
bie Unterfud^ung ber ©genfd^often ber 3^'^^^^ ^^^ fold^en; dfo 
im SQäefentli^en ba^felbe, toa^ toir in mobetner Sprod^e „Sallen? 
tl^eorie" nennen, ©ie nnterfd^iben fie fhreng t>on bem praftifd^en 
Sl^eilc, ber Slnal^fig unbber ßogiftif (XoyiaTixij), toeld^e je 
nad^ ben t)erfd^iebenen B^^fl^^ ^^^ SKntoenbnng toon nn^ oll^ 
gemeine Slritl^metil, Sllgebra, ipolitifd^e äritl^metif 
u. f. h)- genannt toerben. 

3?ad^ @uler ifi allgemeine Slritl^metif bie SBiffenfd^aft, 
bie burd^ Symbole, getpöl^nlid^ burd^ Sud^flaben, attgemein beaeid^^ 
neten S^^t^^Ö^öfe^tt '^^^^ ^i^ üerfd^iebenep Sted^nung^arten mit 
einanber ju öerbinben. 2)ie älgebra ift bie SBiffcnfd^aft, au^ 
gegebenen ©röfeen nnb il^ren Seaiel^nngen jn anbeten nod^ unbe^ 
fapijtien ©tößen bi^fe ju enttoidEeln nnb jn beftimmen, S)et SRame 
ftammt ^et »pn t>et atabifd&en SBejeid^nung Aljebr. 3ebod^ finb 
bie beiben toon ben Sltabetn (jnetfi üon Slol^ammeb ben SRnfa, 
bem ©l^oipateMiet) immet gufammen gebtand^ten Slni^btüdCe 
Aljebr w'almucliabala nut bie Sejeid^nungen ffit jtoei in nnfetet 
Sttgebta l^ftnflg t)otfommenbe fpecielle Dpetationen. S)et petfifd^e 
$Waf]^ematifet be^ fed^^jel^nten Qal^tl^nnbettg, Sel^a^ebbin, *) fagt, 
inbem et toon bet ©intid^tnng nnb Dtbnnng bet algebtaifd^en 
©leid^nngen rebet: „3)ie ©eite, toeld^e mit einer SRegation be« 
l^aftet ift; n)irb ergfinjt unb etn)a^ biefer ©leid^ed auf bet anbeten 
©eite abbitt; ba« ifi Al-jebr. S)ie l^omogenen unb gleid^en 
©liebet auf beiben ©eiten tpetben au^getoorfen unb ba^ ift 



*) Khilasat-al-Hisab (©ffenj bet 9{ecl^en!unft) OOn Boha-eddin Al-Amuli. 

SCrol^ifcl^ unb beutfd^ t)on 9ldfe(maim. SäerUn 1843. äSan pergleid^e aud^ 
yi^tlvnann, ^ie SClgebra ber ©ried^en. @a)). II. 

Statt^ieffen, (Somm. gu ^W Samml. 1 



S^orbegtiffe. 



Al-mokabala." Aljebr ifl alfo ©rgänjutifl, üon jabara, restauravit, 
ipol^er aud^ bag f^}anifd^c SBort algebrista, ein SBunbargt, ftammt. 
©in algebraifd^cg ©eifplel ift 

pa; — g = rc*; pjt? = a?* + g. 

Al-mokabala !cmtnt Don kabala, oppositus fait, bie gegenüber 
ftel^enben gleid^en ©lieber »erben gel^oben, j, JB. 

x^ -h r = x^ + px + r; x^ = x^ + px. 

3n biefer ^}oiitit)en gorm toerben bie ©leid^nngen au^fd^Uefe^ 
lid^ betrad^tet. 

Sei ben Qnbiem l^ei^t bie Sllgebra im engeren ©inne bija- 
ganita, ©anfalred^nnng, ober avyakta-ganita, D^}eration mit 
Unbefannten. 

Sei ben älteren S^alienem l^eifet pe ars magna, ars rei et 
census ; res ift bie erfte, census bie jtoeite 5ßoten j ber $anptgröfec. 

Sm enbe be^ fönfjel^nten Qal^rl^nnbertg l^eijjt fie vulgo: la 
regola o Tarte della cosa; ober toieber latinifirt in ars cossica, 
regula cosae. 3n SJeutfd^lanb toirb fie toön SRnbolff toon 3ah).er 
(1524) nnb ©tifel (1553) promiscue bie coss ober regula coss 
unb Algebra benannt. SSieto nannte bie Sllgebra toieber logistioa 
unb arithmetica speciosa. Qn nenerer Qtü finb bie 9lamn 
Sllgebra, Slnal^fii^, algcbraifd^e Slnal^fi^ nnb Slnal^s 
tif gäng nnb gäbe gen)orben. 



S)ie Slri t lernet il l^at ad^t formen ber S^l^lenüerbinbnngen, 
t}on benen je jtoei einen ®egenfa| bilben. S)iefe finb 

I. bie Bumme\ II. bie S)iffereng; 

in. bag 5ßrobnct; IV. ber Clnotient; 

V. bie 5ßotena; VI. bie SBnrjel; 

Vn. berSogaritl^mn^; VIII. ber Numerus logarithmi. 

®ie Operationen felbfi benennt man, toie folgt: 

I. Slbbiren; n. Snbtral^iren ; 

m. ajhiltipliciren; IV. ©iöibiren; 

V. $otenjiren; VI. SRabiciren; 

vn. Sogaritl^miren; vni. 3lnmeriren. 

S)ie SReciprocität biefer S)oppelformen ber 3^^t^tttoerbinbnngen 
gel^t an^ nad^ftel^enben ©leid^nngen l^erüor, inbem bie Sttnfl^ebung 
jeber gegenfiberftel^enben SSerbinbung bie Äeftitnirung ber t)orans 
ftel^enben jnr ^olge l^at. 



§. .1—2. SSorBegtifff. 
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• 

L a + b = e; U. a = e — b; 
in. a • 6 = c; IV. a = c : 6; 




V. a" = c; VI. o = K^; 
Vn. b ^ I09 e; Vm. imm I09 6 =- c. 









1) eine 3^^t b ju einer 3^^I « abbiren l^ei^t, üon a au« 
um fo t>iele ©inl^eiten fortfd^reiten, afe h anjeigt. 3^^ ober 
mel^rere 3^^'^^'^ i^ einanber abbiren l^ei^t bemnad^, t)on einer 
berfelben folgetoeife um fo toiele ©inl^eüen fortfd^reiten ober ju i^r 
fo ülele ®in]^eiten l^injufügen, ate bie übrigen anjeigen. S)ag 
6rgebnl§ ber Slbbition ift bie Summe. S)ie ju t)ereinigenben 
3a|len l^eijjen ©ummanben. S)a« S^^^^ ^^ Slbbition ifi + 
(gelefen: plus). 

2) S)ie QxLvxme toon p unb q l^eifet p + ?,, alfo 

P + ? = P + 1 + 1 + 1+ +1. 

(q1 

1) ®lne 3^^l * ^on einer 3^^I « fubtral^iren l^eifet, toon 
a au« um fo t)iele ©inl^eiten rilrftDärt« fd^reitcn, afe 6 anjeigt. 
S)a«fclbe l^eifet a um 6 toerminbern. Die S^^ a l^eifet Wlu 
nuenb, 6 ©ubtral^enb unb ba« ßrgebnife ber ©ubtraction 
Sfleft, Unterfd^ieb ober S)ifferenj. S)fi« 3^^*^^^ '^^^ ®^^' 
traction ifi — (gelefen: minus). 

2) a) JDie um b toerminberte Qafjl a ift bie ©ifferenj a — 6, 
alfo 

a— 6 = a— 1 — 1 — 1— — 1. 

5) S)er eine ©ummanb einer Summe toirb au« ber Qrmme 
unb bem anberen Summanben gefunben^ inbem man biefen ))on 
jener fubtral^irt* 

7) «) S)er SRinuenb einer S)ifferetQ loirb gefunben, inbem 
man bcn ©ubtral^enben jur SHfferenj abbirt. 

ß) S)er ©ubtral^enb einer SHfferenj »irb gefunben, inbem man 
ben SJtinuenben um bie S)iffercnj toerminbert. 

• 

1) @ine S^f)l a mit einer 3^^^^ & multipliciren l^eigt^ a 
fo t>\el mal ju ftd^ felbft abbiren^ al« b (Sinl^eiten entl^ält. a l^ei^t 

1* 
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Sot^e^tiffe. 



aKuItiplicanb, b 2Rultiplicator. 3)a§ etgcbnife ber SDM:: 
tipHcation tft baS ^Probuct. S)ag B^^i^^ ^^^ 3KuIttpIication 
ift X ober • , toeld^e^ bei einfad^en 3^^'^^^^^^Wnbuttgen biefer 
^rt toeggelaffen werben lann. I)ie S^fflen a unb & l^aben ben 
gctneltif$aftli(^en ^aram ,,gadorett". 

2) 3ft ber aWultiplicator p, ber ajlultiplicanb q, fo tft ba8 
^robuct q X p ober ^ • p ober aud^ g p, alfo 



qXp = q + q-{-q-{- 



(p) 



1) ©ne 3<i^t a burd^ eine S^'^'^ 6 bitoibiren l^eifet, bie:: 
jcttige Sal^l fu(|en, meldte mit b multiplicirt a gibt, ©a^felbe 
Reifet 6 in a bitibiren. ®ie S^^ « ^^^6* ©itoibenb, b S)i« 
üifor. S>ag ©rgebnife ber ©iüifion ift ber üuotient. ®ag 
Seid^en ber ©itipon ift : ober ein üuetftrid^, über toeld^en ber 
S)it)ibenb unb unter toeld^en ber S)it)ifor gefegt ioirb. 

2) 3ft q ber 3)it)ibenb, p ber 3)it)ifor, fo l^eifet ber öuotient 

q : p ober ^ (gelefen: q bitiibitrt burd^ p, ober p biöibirt in q). 

6) S)er SRultipHcanb eine? ^ßrobuct^ toirb gefunben, inbem 
mq,n ba? 5Prpbu(t burd^ ben ai^uItipUcator bitoibirt. 

13) S)er S)ibibenb eineö Quotienten toirb gefunben, inbem 
man ben Üuotienten mit bem 2)it)ifor muUiplicirt. ®er 2>ibifor 
eine« Quotienten toirb gefunben, inbem man ben Quotienten in 
feinen S)ibibenben biüibirt. 



1) eine S^yi a mit einer 3a]^l b })otenjiren l^ei^t, ble 
Sa^ a fo oftmal mit fid^ felbfl multipliciren, afe 6 aujeigt. ®a« 
aug 6 gleid^en gactoren a gebilbete 5Brobuct l^eißt ^potenj; a 
\)d^t S3afi«, ©runbjal&I ober S)ignanb, b dfponent 5Dic 
SBejeid^nuttg ber bien fßotens t)on a ift a^ (geCefen: a jur 6ten 
ober a l^o^ 6), alfo 



a^ = a 



a • a • • a. 



(b) 



S>ie ito&te (ßotenj a^ l^gt aud^ bad Quabrat t)on a, bie 
3te a« ber ®ubu«, bie 4te a* ba« SSiquabrat ber 3a]^l ö. 




§. 6—6. aSorbegriffe. 



©inb jtüei ober mel^rere S^W^ ^urd^ + unb — mit einan^ 
ber gu einem Sfted^nungSau^brudfe bereinigt, fo nennt man benfet 
ben mel^rgliebrig. ©otten mcl^gUArigc SliuBbtudEe afö eine 
©rö^e in ^erbinbung mit anbeten bargeftellt nnb aufgefaßt toer^ 
ben, fo toerben fie eingeflaiÄmert Ura bie in einem dteä)^ 
nung^auöbmdfe entl^altenen Älammern aud^ beim Sln^fpred^en 
ol^ne bie SGBorte „Älammer" nnb ,,Älammer gefd^loffen" erfennbar 
ju mad^en, lann man in 5panf en lefen. 3Jian fpred^e bie ©lieber 
eines eingellammerten 2luSbru(feS rftfd^ hintereinander ans unb 
trenne fie burd^ eine Heine Sßanfe üon ben anberen SluSbrüdfen, j. 35. 

ö — (6 + c) gelefen: a — (5ßaufe) 6 + c; 
(a — &)+ (c — d) gelefen: a — fc (^Paufe) + ($aufe) c — d; 
(a — 6) • (c — d) gelefen: o — 6 (^aufe) x (5ßanfe) c -^ d; 
a — 6 • c — d gelefen: a — ($aufe) 6 • c (5ßanfe) — d; 

2) a) Unterfd^ieb toon a — 6 + c unb a — (6 + c). 

©inb feine Älammern t)orl^ftnben> fo beginnt bie SRed^nung 
t)on t)orne. S)er erfte SluSbrudf bebeutet bemnad^, bafe erfl a um 
6 toerminbert unb ber 9left ttjieber um c b^rmel^rt »erben foH; 
ber itoeite SluSbmdE l^ingegen, bafe a fomol um 6 als aud^ um c 
t)erminbert toerben foHe, alfo in 3^^^^^ auSgebrüdEt ift 

A — (fc + c) = fl — 6 ~ c. 

ß) Uttterfd^leb toon ö — (6 — c) unb ä — .6 — c^ 

S)er erfte SluSbrudC bebeutet, ba§ a nid^t ganj um 6, fonbern 
nur um eine um c ©inl^eiten Heinere Qa\)l üerminbert toerben 
fott. 3Serminbert man a um b, fo ftni) bemgemäß c ©inl^eiten 
ju üiel fubtral^irt, mitl^in finb c ©inl^eiten jur ©ifferenj toieber 
l^nauaufügen. golglid^ ift 

a — (6 — c) = a — 6 + c. 

3n äl^nll^r Seifte ergibt ftd^ ber ©inn ber beiben ®lei(^ungen 

a + (6 + c) = a + 6 + c, 
unb a + (6 — c) = a + 6 — c. 

3luS ben t)ier ©leid^ungen folgt nun, baß man jeben einge= 
Hämmerten SluSbrudE auflöfen fann unb bafe man babei bie 
Siegel ju beobad^ten l^at: ©tel^t ein + t)or ber Älammer, 
fo bleiben bie SJorjeid^en ber eiujelnen ©lieber bie^ 
felben, ftel^t aber — baüor, fo toerben fämmtlid^e 
aSorjcid&en berfelben Älammer umgele^rt. ©d^liefeen 
mel^rere Älammern einanber ein, fo beginnt man bei il^rer aufs 
löfung enttoeber mit ber aufeerften ober mit ber inner ften. 
Sei öuotienten me^rgliebriger SluSbrüdfe fann bie klammer oft 
burd^ ben S5rud^ftri(^ vertreten toerben. (SSergL 3lr. 16.) 



^ 



6 I. 9[5fd^nitt« 



Jlxflcr "^mniit. 



»^^^^^N*^^^^^ 



6ä$e fiiet 6uiitiitett unb Siffetengett« 

I. a + fc = 6 + a. 
n. (a + 6) + c = (a + c) + fc 

= a + (fc + c). 

Sel^rfa$: 3Ran lann bie Suntmanben einer Summe 
beliebig t)ertaufd^ett. (gormel I.) 

»etoeiS: ®em SSegriff ber Summe gemäfe Bebeutet a -h b 
bie @umme ber Sinl^eiten^ tDeld^e a unb b eingeln in fid^ begreif 

fen. 3^rf^9^ ^Ätt^ ^tfö ^i^ 3^^^^« i« il^re ©nl^eiten, fo ift 

a+fc=l+l+l+ +1 

(a) 
+ 1 + 1 + 1+ + 1. 

(b) 

@d ^at nun auf ben 9Bertl^ ber Summe leinen SinfluB, an 
todä)tx Stelle man bie älbbition biefer @inl^eiten beginnt. SJtan 
obbire alfo guerfl bie jtDeite Steige unb ju il^rer Summe b bie 
erfle Sleil^e ber ©nl^eiten. 3)ie Summe toirb atebann 6 + a. 

1) Sel^tfa$: Statt eine 3^1^! c gu einer Summe a + 6 
ju abbiren, lann man aud^ bie 3^^^ i^ ^^i^ einen Sum^ 
manben abbiren^ ober bie Summe aud bem einen Sum^ 
manben unb ber 3^^^ i^ ^^^ anberen Summanben 
abbiren. lleberl^aui)t ift eg für ben SBBertl^ einer Summe gleid^= 
gültig, in toeld^er Sleil^enfolge il^re Summanben abbirt toerben. 
(gormel II.) 

33en)e^g: 3^I^flt ^a^ Me ju öereinigenben S^^^ ^ i^re 
©inl^eiten, fo ifl 

(Ä + 6) + 0=1 + 1 + 1+ +1 

(*) 
+ 1 + 1 -I- 1 + + 1 

(b) 
+ 1 + 1 + 1+ +1. 

(c) 

SDie Slbbition biefer brei Sleil^en lägt fid^ nun auf toerfd^iebene 
SBeife betoerffteHigen, j. 85. fo, bag man ju ber Summe ber erflen 
SReil^e bie ber britten abbirt unb bann bie jtoeite, alfo 

(a + 6) + c = (a + c) + fc ; 
ober inbem man erft bie jtoeite unb britte Steige ju einer 3^^^ 
bereinigt unb biefe ju a abbirt, alfo 

(a + 6) + c = a + (fc + c). 



§. 8—9. @untmen unb 2)ifferettjen. 



12) Unter bem Soefficicntcn einer 2^^ toerftel^t man ben 
an il^m l^aftenben S^^t^^f^ctor ober bie l^injujubenfenbe 1, j* 35. 
finb in 

13) bie ©oefftcienten t>on a 12, 9, 4, 3, 1. 

La — 6 + fc = a; IL a + 6 — 6 = a. 
in. a — (a — 6)= 6. IV. a — a = 0. 

Sel^tfa$: S33enn man ju einer ffiifferenj il^ren ©ub^ 
tral^enben abbirt, fo erl^ält man il^ren 2Rinuenben. 
(gormel I.) SSergl. §. 2. 7) «). 

Sel^tfa$: äSenn man ))on einer @umme ben einen 
©ummanben fuBtral^irt, fo erl^ält man ben anbern. 
(gormel H.) SSergl. §. 2. 5). 

Se(rfa$: SBcnn man eine ffiifferenj toon il^rem aJli- 
nnenben fnbtral^irt, fo erl^ält man ben Snbtral^enben. 
(gormel III.) SSergl. §. 2. 7) ß), 

Sel^rfa^: 3)ie ffiifferenj jtoeier gleid^en S^^^^^ ift 
gleich iHnlL 

S)ie ©etoeife biefer ©äfee ergeben fid^ unmittelbar au^ bem 
^Begriffe ber Summe unb 5Differenj jtoeier S^W^* 

23) a + 6 = (a — m) + (6 -h m). 

Sel^rfa^: @ine ©umme bleibt ungeänbert, toenn 
man ben einen ©ummanben um eine beliebige Qa^l m 
toerminbcrt, ben anberen um biefelbe Qa^l t)erme]^rt. 

©etoeig: (a — m) -H (6 + m) = (a — m) -f- m -H 6 = 
a + fc; mit SKntoenbung toon §. 7 IL unb §. 8 L 

l. a -¥• b — c = a — c + 6. 
Tl. d — fc — c — a -^ c — 6. 

Setoeigmetl^obe: ^nm SSetoeife ber aritl^metifd^en %ox^ 
mein bebient man fid^ enttoeber ber anal^tifd^en 3Jletl^obe, ins 
bem man auf ®runb ber frül^eren Sel^rfä^e bie eine ©eite ber 
©leid^ung in bie gorm ber anberen ©eite ju öerioanbetn fud^t, 
ober eine^ 3Serfa]^rettg, loobei man mit Slntoenbung ber nad^foU 
genben ®ruttbfä|e beibe ©eiten ber ©leid^ung gleid^jeitig toertoan^ 
belt, bis man gu einer ibentifd^en ©leid^ung gelangt unb 
au§ biefer auf bie Slid^tigfeit ber urfprünglid^en ©leid^ung jurüd- 
f(j^lte§t. 

®runbfa|: ^ebe ®rö§e ift fid^ felbft gleid^. 

a =i a. 



8 I. Slbfd^mtt. 



§olgefa|: @Ieid&c^ gu ®kx^em dbbitt uitb ©feiti^e« t)Ott 
©Icid^cm fttbtral^irt, gibt ©le^d^eS. 
SSorau^fc|uttg: a = b, 

c = d. 



S3e]^auptung: a + c = fc + d, 

a — c = fc — d. 

1) Sel^rfa^: ©tatt eine gal^l c "oon einer ©umme 
a + b gu fubtral^iren, fann man auä) bie gal^l c erft 
t)pn bem einen ©umwanben fubtral^iren. (gormel I.) 

S3etDeiS: 3)lan abbire beiberfeitö fc, fo ift ju betteifen, ba§ 
(a + fc) — c+c = (a — c) + 6 -H c. 
5Rttn ift a -h fc = (a — c) -h c + 6, nad^ §. 8 1 u. §• 7 H, 

a + 6 = a-hb nad^ §. 8 I. 

2luS biefer ibentifd^en ©leid^ung folgt bie 3lid^tig!eit ber Ut= 
fprönglid^em 

2) 8eWtt$* ©tatt eine S^^^ b jur ©ifferettj n — c 
ju abbiren, fann man and^ erft bie ß^^l *> i^^w aJli^ 
nuenben abbiren. (gormel I, Umfel^rungö 

33etoeig: 3Ran abbire beiberfeit^ c, alfo 

(a ^ c) -h b -h c =^ (a -¥• b) ^ c -¥■ c. 

(a — c) + c + 5 = (a + fc) nad^ §. 7 II Unb 8 I, 
a + fc = a -H 6 nad^ §. 8 I. 

3) Sel^tfa^: ©tatt eine Qa^ c t)on einer ©ifferenj 
Ä — fc ju fubtral^iren, !ann man bie3<J^I ^^\t t^ott bem 
SRinuenben fnbtral^iren. (gormel II.) 

Setoeiö: Slbbire beiberfeit^ c, alfo 

(a — fc) — c -h c =^ (a — c) — fc -f- c, 

a — fc = (a — c) -h c — b, §. 8 I u. §. 9 I, 

a — fc = a — fc. §. 8 L 

« 
a — (fc + c) = a — fc — c = a — c — fc. 

1) Se|^rfa$: ©tatt eine ^umme öon einer' S^l^l ju 
fnbtral^iren, !ann man bie eingelnen ©untmanben 
na($einanber fubtral^iren in beliebiger SReil^enfolge. 
»etoei^: Slbbire beiberfeitS 6 + c, alfo 
a — (6 -+- c) -H (fc + c) = (a — 6) — c -H (fc + c) 
a = (a — fc) — c + c + 6, §. 8 1 unb §. 7 II, 
a = (a — fc) -H fc = a. §. 8 I. 

Sel^rfa^: ©tatt eine Qa^ tjon einer ©ifferenj ju 
fttbtral^iren, fann man anä) bie ©umme au^ bem®ub= 
tral^enben unb ber 3^^I bon bem 3Rinuenben fubtra= 
l&iren. (Umfel^rung ber gormel.) 



§. 10—12. Summen unb Differenzen. 



» eh) ei 3: tbWke BeiberfeltÄ b + c u. f. to. 

6) S^^ gleid^rtüMgc ©röfeen mit ungleid^en ßoefficienten toer^ 
ben toon eitianber fubtral^irt, inbem man ben gemeinfti&aftlW^ett 
gactoi mit ber Differenz ber unglcid^ett ©oefficienten multiplicirt. 

16) a — 6 = (a + ö) — (6 -h c). 

fi^tfft^: ®i«e ©ifferetta BUibt ütigeätibert, »enn 
man pm äRinuenben unb ©ubtral^enbeit eine unb bie:: 
felb^ Sal^t abbirt- 

:Öbötttitätgbeti?eiS: abblrt man belberfeitiS 6 -h c, fo 
gelangt man mit anmenbung tjon §. 8 I ju ber ibentifdj^ti 
@Iei(i^ung 

a -h = a -h c. 

änat^tifd^er »etoeiS: 

a — 6 == (a — 6) + c — c, §. 8 II. 
= (a + c) - 6 - c, §. 9 L 
= (a -h c) - (6 + c), §. 10. 



■ 

I. a-H(fc — c) = a + 6 — c = a — c + 6. 

IL (a — fc) -f. (c — d) = (a -h c) — (6 + rf). 

1) a) Sel^rfo^: Statt eine S)ifferenj ju einer 3^^^^ 
ju abbiren^ !ann man enttpeber ben @ubtra]^enben 
f ubtra^iren tjon ber©umnt6 au% bem SKinuenben unb ber 
3a]^l, ober: ben äKinueitben abbiren jur ffiifferenj au^ 
ber S^^I itttb bem ©ubtral^enben. (gormel I, ögl. §• 91.) 

SetöeiS: Sbbire beiberfeit^ c, alfo 

ö + (fc — c) 4- c = (a + 6) — c + C/ 

a + 6 = a + ft. §. 7 II Unb §. 8 I. 

/J) Sel^tfo^: Statt jtoei ©ifferenjen ju einanber jü 

abbiren, lann man aud^ bie@umme ber Subtral^enben 

fubtral^iren t)on ber ©umtot^bcr 3Rinuenben. (gormein.) 

»eioeig: (a — 6) 4-(^ — rf) == (« — 6) + c-dnad^§.ll.I. 

= (a + c) — 6 — d = (a-hc)— (6-hd)n.§.9Iu.§10. 



a — (6 — c) = a — 6 + c = a-f-c — 6 = c-|-a — 6. 

1) Se|^tfa$: Statt eine S)ifferenj t)on einer 3^^! JU 
fttbtra^iren, fann man aud^ ben ©ubtrabenben abbi^ 
ren jur S)ifferenj au^ ber Qa^ unb bem äRinuenben. 

öel^auptung: a — (6 — c) = a — 6 + c. 

Seloei^: äbbirt man beiberfeit« 6 — c, f o erl^ält man 



10 I. 3Ibfc^nitt. 



a = (a — 6 + c) + (6 — c) nad^ §• 8 I, 
a = (a — b -\- c) — c+6 nad^ §. 11 I, 
a=a'-b-+'b = a naä) §. 8 II unb L 
2) £el^rfa$: Statt eine 3^^^ i^ einer ©ifferenj ju 
abbiren, fanti man aud^ bie SDifferettj aus bem ©üb- 
tral^enben unb ber S^^I ^<>tt ^^^ SDlinuenben fubtras 
leiten. (Utnfel^runfl tjon 1.) 

Sel^rfa^: Statt t)Ott einer ©umme eine 3^^ Ji^ fwb- 
tral^iren, toeld^e größer ijl, aU einer ber ©umntanben, 
fann man aud^ bie ©ifferenj aus ber 3^^^^ "^^ ^^^ 
einen ©ummanben toon bem anberen fubtral^iren. 
SSel^auptung: (a + c) —6 = a — (6— c), 6 > c. 
SetoeiS: Slbbirt man beiberfeitö fc — c, fo crl^ält man 
(6-Hc) — 6-h6 — c = a nad^ §. 8 I, 
(a + c) — c = a nad& §. 8 I, 

a = a na(^ §. 8 IL 

22) a — 6 = a — c - (6 — c). 

Sel^rfo^: ©ine ffiifferenj bleibt ungeänbert, toenn 
man t)om 3Rinuenbcn unb ©ubtral^enben eine unb bie^ 
felBe Qa^l fubtral^irt. 

aSetoeiS: a — 6 = [(a — 6) — c] + c = [(a — c) — 6] 
+ c nad^ §. 9 n, 

= (a — c) — (6 — o) nad^ §. 12. 

f. 18 a. 

Siegel: SUlel^rgliebrige 3luSbrüdfe, in benen ©lieber toon 
gleicher ^Benennung toieberl^olt toorfommen, Iciffen fi($ t)ereinigen, 
inbem man fie na($ ben gleid^benannten ®rö§en orbnet unb ju^* 
fammenfa^t. (3Sergl. §. 6.) 

§^ 18 b. 

17) a) («1+ n) + (m — n) = 2 m. 

Sel^tfa^: 3Bcnn man jur ©umme jioeier 3<i^l^tt ^^^ 
Unterfd^ieb berfelben 3^^!^^ abbirt, fo erl^ält man 
ben boppclten 3Kinuenben. 

ß) (fH + w) — (m — n) =2 n. 

Sel^rfa^: SBenn man öon ber ©umme jtpeier ^a^Un 
benUnterfd^ieb berfelben 3Äl&len fubtra|irt, fo erhält 
man ben boppelten ©ubtra^enben. 



§. 14. ^robucie unb Duotienten. 11 



Ju)citcx '3!Cßf4nitt. 



^^•^'^^M^rfM 



^robncte, Ottotienteit ttttb Stücke, Xlftiliatltit bet SoiS^Un, 
^ttmalhtiH^t, Set^ältniffe unb ^toitiottiottett. 

A. SUdft non ^robttcttn unb Quotienten. 

f. 14. 

l. (p zkzq)n = pnzkzqn. U. m (a dkz b) ^^ ma dt: fnb. 

1) Sel^rfa^: Statt eine @umnte mit einer ganjen 
3al^I iu multipliciren^ !ann man bie ^robucte an^ 
ben einjelnen ©ummanben unb ber S^^^l^ abbiren. 
(gormel L) 

Sel^auptung: (p -h q)n = pn -¥• qn. 

»eh) ei«: Dem »egriffe beg 5ßrobucte« gemäfe (§. 3) ifi 

(P + ?)» = (P + ?) + (P + ?) + (P + «)+•• • + (P + 9) 



^p-f-p-hp-hp-i- + p 

2)a ed gemattet i% bie ©lieber biefer Stetigen in l^orijontaler 
SHid^tung aufjufummiren^ fo ergibt bie obere ^orijontalreil^e pn, 
bie untere qn, folglid^ 

(p ■■¥■ q) n =^ pn -h qn. 

2) Sej^rfa$: Statt eine 3^^^^ ^^i ^^^^^ @umme }u 
multipUciren, fann man bie ^robucte an^ ber Qaf)l 
unb ben einjelnen 6ummanben abbiren. (gormel n.> 

SSel^auptung: m(a -¥• b) =^ ma + mb. 

»etoeii^: m(a + 6) = fii-i-iii-i-m+....-i-iii 

= ffl + IW-f-ffl-f- ..♦•-f-lfl 

(a) 

-f-m-f-iiiH-iii-l- ..•. + »! 

(b) 

S5ei ber Sluffummirung fämmtlid^er (a + 6) gleid^en fjacto^ 
ren m abbire man jucrfl bie obere Sleil^e, fobann bie untere. 
S>ie erfle Stetige ma, bie jtoeite mb, mitl^in 

m (a -f- 6) = ma -H tnb. 






Vi 
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3) Sel^rfa^: Biait eine 2)ifferen) mit einer ganjen 
3a]^l ju ntultipliciren^ fann man baS ^robuct aus 
bem 6uBtral^enben unb ber Qaf)l fubtral^ircn t)on 
bem ^robuct anä bem SRinuenben unb ber S^^^^ (^<^^' 
mel I.) 

SSel^auptung: (p — g) n = p» — qf». 
'^ttoeU: (p — f)» = (p — *) ■+-(? — g) + 

-p + p ^/^ -<- 



• • • • 



• • • • 



+ (p-9) 

(D) 

+ P 

(O) 

(■>) 



= p. 

= pn — qn. 

4) Sej^rfa^: Statt eine 3<^^l ^i^ einer SDifferenj ju 
muItipUciren, fann man baS ^ßrobuct an^ bem ©ub- 
tral^enben unb bcr^ci^l fubtra^iren tjon bem 5ßrobuct 
au^ bem 3Kinuenben unb ber S^^^- (gormel U.) 

$el(iauptung: m (a ^ b) = fM ^ mb. 

©rfter SetoeiS: m(a — fc) = fii-H iin-m+ +fft. 

(a-b) 

Sie redete Seite ber ©leid^ung bebeutet nun offenbar, bafe, 
iDenn man fn amal ju fid^ abbirte, bie« bie gorberung, nämlid^ 
b ©umtnAnben toeniger ate a ju fefeen, eben fo oft überfd^reiten 
toütbe, afe b ©ummanben glei(| m toieber jurüd^unel^men loären, 
tijorau^ folgt: 



iii(a — &) = i»-f-m-f-wj 
— III — M — ^ 



• • • • • 



m 

(a) 



3toeiter »etoei^: Slbbirt man beiberfeitg ber Sel^aup- 
tung mb, 

1» (a — fc) -f- mfr = ma — w6 -H wifc, 
fo ifl gemal iSe^fafe 2) 

fn [(a — 6) -f- 6] = ma naä) §. 8 I, 
ma = ma nad^ §. 8 I. 

Stug biefer ibentifd^en ©leid^ung ifl e§ geftattet auf bie 3lic^= 
tigfeit ber urfpriinglid^en jurildf ju fd^lie^en. 

5) ©tatt ^robucte toon gleiten SRuItiplicatoren ober gleichen 
^UhiltipUcanben gu einanber ju abbiren, ober ))on einanber ju 
fubtral^iren, !ann man bie ©umme ober S)ifferenj ber ungleid^en 
gactorcn mit bem gemeinfd^aftlid^en gactor multipliciren. (Umlel&= 
rung toon gormet I unb II.) 



i-i 



§. 15. $ro^cte imb CluoÜenten. 18 



f. 15. 

I. (a • b) • c = (a ' c) • b = a • (b • c). 
n. ab = ba. 

1) Sel^rfa^. Statt ein ^ßrobuct mit einet ganjen 
Sal^l ju ittultipltciren, tann man auäf ba« 5ßrobuct 
au^ bem 3Kultii)Iicattben unb ber S^^^ ^^i *>^^ SRuI^ 
tit)Iicator muUipUcixen; ober aui^ ben aKuIti^Iicanben 
multi))Uciren mit bem ^robuct au^ bem aRulti^Iicator 
unb ber ganjen 3^^^* (^^ormel I.) 

Sel^au^tung: «) (a*b)^c = (a-c)* 6. 

/?) (a-6)« c= a-(6 • c). 
Setoeig für a): (a • 6) • c = a6 + a6 •+• a6 + a6 + . . + a6 

= a + a + a-H +a 

-hß-ha-^-ß-^ -hß 

-ha-ha + a-l- +a 

• • • • 

• • • • 

• • • 9 

■+- a -h a-h a-h +a(«) 

• Cb) 

Sfcbirt man nun t>ie einjelnen Serticalreil^en, fp fliftt jebe ber^ 
felben ae, alfo fämmttid^e SSerticalreil^en (a • c) • fc. 

SSeftjei? für ß): ©rtoäflt man, bafe im ®anjen c ^orijontat 
reii^en t)prl^anben finb unb jebe berfelben b ©ummanben entl^ölt, 
fo ifl bie SCngal^l fämmtluj^er @ummanben a gUi<| b • c, folglid^ 
ifl aud^ 

(a • 6) • c = a • (6 f c). 

2) Sel^rfa^: ©tatt eine S^^^ ^^^ einem 5ßrobucte ju 
multiipliciren, fann manenttoeber bag $ßrpbuct au^ ber 
3a]^l unb bem SKuItipücanben mit bem SWultij^Iicator 
multi^)liciren, ober ba^ 5ßrobuct au3 ber 3^^^ ^^^ 
bem 3RultipIicator multi^jliciren mit bem SJÄultipli^ 
c an ben. (Umfel^rung üon I ß.) 

3) Sel^tfo^: 3tt jebem gJrobucte jtoeiet 3ftl&Nn fön=: 
neu aRuIti))licator unb äJlnltiplicanb mit einanber 
Pertaufi^t »erben, Joefel^alb fie aud^ ben gemeinfdbafts 
Ii(i^en ^amtn gactoren filieren, (gormel n.) 



kC^*' 



\' 
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SBctocii^: a'b = a-ha'ha-\- -ha 

(b) 
== 1 + 1 -,- 1 -,- -,- 1 

(b) 
-f-l + l-+-l+ +1 



(b) 



+ 1 + 1 + 1+ +1 (a). 

(b) 

3)er äMtiplicanb a ifl in Serticalreil^en t)on ©nl^eiten au^ 
gelöfl. S)a bie 9leil^cnfolgc ber atuffummiruttg beliebig ijl, fo 
abbirt man junäi^fi bie Sinl^eiten jeber ^orijontalreil^e^ todxl^e b 
beträgt, ©ämmtlid^e ^orijontalreil^ett geben alfo 

«•6 = 6 + 6 + 6+ +6 

(a) 

= 6 • a. 

3ufafe: ®i^ ift einerlei, in toeld^er 9leil^enfolge bie gactoren 
einej^ 5ßrobuctejJ mit einanber mnittplicirt toerben. 

L (a + 6) (e -^^ d) =^ ac -¥• ad -h bc -h bd. 

n. (a + 6) (c — d) = ac — ad + 6c — 6d. 

DI. (a — 6) (c + d) = ac + ad — 6c — 6d. 

IV. (a — 6) (c — d) = ac — ad — 6c + 6d. 

1) Sel^rfa^: ©tatt bie ©untnie jtoeier Saf)Un mit 
einanber jn mnltipliciren, fann man an^ jeben ©nm^ 
manbcn ber einen ©umnte mit.iebem ©ummanben ber 
anberen multipliciren nnb bie öier 5ßartiaIptobncte 
abbiren. (gomtel I.) 

SSetDei«: 3Ran betrad^te junä(ä^ft bie ©umme (c + d) ol^ 
eine 2af)l nnb ti?enbe nad^ einanber §. 14, 1) nnb 2) an, alfo 
(a + 6) (c + d) = a (c + d) + 6 (c + d) 

= ac -h ad -\- bc -h bd. 

2) Sel^tfa^: ©tatt bie Qumme jtoeier S^^l^^ ^i* 
ber ffiifferenj jtoeier anberen jn mnltipliciren, fann 
man bie SDifferenjen ber 5ßrobncte an^ ben einjelnen 
Bummanben mnltiplicirt mit bem 3Rinnenben nnb 
bem ©nbtral^enben jn einanber abbiren. (gormel IL) 

»etoei^: 3JKt äntoenbnng tjon §. 14 1) unb 4) ifi 
(a + 6) (c — d) = a (c — d) + 6 (c + d) 

= ac -^ ad + bc ^ bd, 

3) Se^a^: ©tatt bie »iffcrena ?ö>eier 3al^Ien mit 
ber Snmme jtoeier anberen jn multipliciren, fann 
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man auä) bie ^robucte au^ bem ©ubtral^enben unb 
iebetn einjelncw ©ummanben na^ einanbcr ^uitxa^U 
ren toon ber ©ummc ber^robucte aus bem SKinucttbeti 
unb iebcm einzelnen ©ummanben. (%otmel in.) 

»ctoeii^: SHit Slntijenbung toon §. 14, 2) unb 3) ift 
(a - 6) (c -f- d) = a (c + d) — 6 (c -f- d) 

= ac -H öd — 6c -— bd. 

4) Sel^rfa^: ©tatt bie S)ifferenj jtoeier 3<^^I^w «tit 
ber 3)tfferenj jloeier anderen gu multipliciren, fann 
man aud^ bie 5ßrobucte aus ben 2Rinuenbcn unb ©üb- 
tral^enben fubtral^iren t)on ber ©umme ber 5ßrobucte 
au^ ben beiberfeitigen 3Rinu^nben unb ben beiberfei? 
tigen ©ubtral^enben. (gormel IV.) 

»etoeiS: mit Slntoenbung toön §. 14, 2) unb 4) ift 
(a ^ b) (c -- d) = a(c — d) '-' b(c -- d) 

= ac ^ ad -^ bc -\- bd 
= (ac + bd) — (ad •+• 6c). 

5) Siegel: ©oHen mel^rgliebrige SluSbrüde (algebraifd^e 
Summen) mit einanber multiplicirt »erben, fo multiplicire man 
fämmtftd&e ©lieber mit einanber, bie nid^t in bemfelben SluSbrudfe 
ober in berfelben fliammer entl^alten finb. ®ie ^artialprobucte 
ber ©lieber t)on gleid^en 3Sorjeid^en toerben Jpofitit) (-h), bie^ 
jenigen ber ©lieber öon ungleid^en 3Sorjeid&en negativ (— ). 

12) a) (a + by = a« + 2a6 -h 6«. 

Sel^rfa^: ®aS Üuabrat ber ®umme jtoeier S<^^^^^ 
ip gleid^ ber ©umme il^rer üuabrate t)ermel^rt um baS 
boppelte ^Probuct aus beiben. 

.S5en}eiS mit Slntoenbung t)on I. 

ß) (a — 6)« = «2 — 2a6 + 6«. 

Sel^tfa^: 3)aS üuabrat ber ©ifferenj jtoeier Sal^= 
len ift gieid^ ber ©umme il^rer üuabrate toerminbert 
um baS boppelte 5ßrobuct an^ beiben. 

Säen) eis mit 2lnn)enbung üon IV. 

21) (m + n) (m — n) — tn^ — n^. 
(a + 6)'(a — 6) = a« — 6«. 

SeMa^: Das $ßrobuct aus ber ©umme jtoeier S^J^- 
len uno ber S5ifferenj berfelben 3ai^len ift gleid^ ber 
3)ifferenj ifirer Öuabrate. 

83ett>eiS mit Slnn>enbung toon 11. 
29) a) (a + 6 -h c) (a + 6 + c) 
= (a + 6 -h c)« = a« + 6« + c« -h 2«6 -f- 2ac -h 26c. 

£e]^rfa$: S)aS Ouabrat eines mel^rgliebrigen 2luS= 
brudeS ift gleid^ ber ®nmme ber Ouabrate ber einjel:? 



IIS n. mm\^. 



Tten ©liebet t>exmt'^xt um ^aS bo))pelte ^robvpt c^t^i^ 
je jtocieti- 

SÖetoeis mit Slntoettbung t)on 5). 

45) _ a4 _ i,4 _ c4 ^ 2ft« fc» + 2a«c« + 2620« (Stu^btHlf 
für ba^ 1 6f ad^c üuabrat be^ Stil^alte^ eine? S)reiedfe^ pon ben 
Seiten a, fc, c). 

47) _ ^4 _ 54 _ c* — d* + 2a26« + 2a«c* + 2a*d* + 
2[>«c2 + 262d2 + 2c2d2 + Sabcd (SluSbrud für ba^ löfad^e 
Duabrat be? Qw'&^^tte? eineg Ärei^tiieredeg t)on ben ©eiten 
0/ b/ c^ d). 



I. (a:h) X b = a. IL (a X 6) : 6 = a. 
in. a : (a : 6) = b, IV. a : a == L 

1) Sel^tfa^: SBenn man ben Quotienten }n>eier S^"^' 
len mit bem ®it)ifor multiiplicitt, fo erl^äll man ben 
®tt)ibenben. (gormel I.) SSergl. §. 4. 13). 

Seh) ei ö folgt aus bem a3cgriffe ber ©i^ijion (§. 4). 

Sel^rfa^: Sßenn man ein ^tobuct bur^ ben einen 
gactor biöibirt, fo erl^ält man ben anbeten. (%ox^ 
mel n.) »etgl. §. 4. 6). 

SBett)ei§: SRultipIicitt man beibetfeitS mit h, alfo 

(a X b) : b X b = a X b, 

fo etl^dlt man mit IKnioenbung t)on §. 17 I 

a X b = a X b. 

Sel^tfo^: SBenn man einen üuotienten in fernen 
Ditiibenben bitibitt, fo etl^ält man ben S)it)ifot. (got- 
mel m.) SSergl. §. 4. 13). 

»etoeiS: 3Ran multlplicite bcibetfeiti^ mit (a : 6), fo er^ 
l^olt man 

a = 6 X (a : 6) nad^ §. 17 I, 
a = (ßib) X b naä) §. 15 H, 
a = a nad^ §. 17 I. 

^ Sel^rfa^: S)er üuotient jtoeier gleichen Si^l^l^» ift 
ber ©inl^eit gleid^. (gormel IV.) 

32) a • 6 = (a : m) . (6 • m). 

Se^rfa^: @in5probuct bleibt Hnö84nb?it, ft)fB9 man 
ben einen gactor bijrd^ eine beliebige ßa^ biüibirt 
unb ben anbeten mit berfelbep S^l&I multiplicirj. 

SeioeiS: a • fc = [(a : m) • m] • 6 nad^ §• 17 I, 

= (a : m) • (6 • m) nft(9 §. Jö I. 
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^ u _a • c TT^ — ^ * ^ 

fr • c b 6 : n 

1) SeJ^jrfoi^: ®itt üuotient bleibt ungeänbert, toenn 
man S)it)ibetib unb ©iöifor mit einer unb bjerfelben 
^a\)\ muItipUcirt. (fjormel I.) 

»etoei^: aRalttplicirt man beiberfeitö mt b e, alfo . 

fo erl^^ilt man 

a X c ^ a X c nad^. §. 15 I unb §. 17 I. 

Sel^rfa^: @in Ouoticnt bleibt ungeänbert, ti?enn 
man I)it)ibenb unt) ®iüifor burd^ eine unb feiefelbe 
3a^l bit)ibirt. (gormel II.) 

Sjetoei^: 3Rit Slntoenbung ^on I crl^ält man 

« «^Jll.« = » „«(^ §. 17 I. 
b b : « • n b ^ ^ 



f. 19. 

a±b_ « ^, fr 
f» mm 

1) Sel^rfaä: Statt bie Summe ober bie ©ifferenj 
jn)eier 3^^*^^ burd^ einegal^l ju bit)ibtren, fann man 
bie gal^len einzeln burd^ bie 3^^^ bit)ibiren. 

SSetDeig: SKitfti^jßcirt man beib^eits mit m, 

adbb la . b\ 

• m = I - :±: — I • m^ 

m \m m/ 

fo erl^ält man 

a^b -= arAzb naS) §. 17 I unb §. 14 I. 

2) Se(rfa$: ^talt jipei ^miift^tm i^Pff ^emeiiix^ 
fd^aftlii^em 3)it)ifor ju elnanber ju abbiren ober toon 
einanber }U fubtral^iren^ {ann man bejAglii^ bie 
Summe ober ©ifferenj ber Reiben S)it)tbenben burd^ 
ben g^mjßijifd^aftlid^en ©itiifor biöibir^n, ,(llm|fei&rung 
ber fjormel.) 

30) «e) ©rUärutitg: aSoiit jnennit fleinftenfl^meiinf#aft= 
l i d^ e n 2) i t) i^ u u ^ .jts^r o^er me)yotxtx^a1i)]m bie {£eiii,jj;e 3<^]^l ober 
hc^ Seinfte prpbttot; in meld^em jjene 3^^^^ fämmtU^ ^ ^ctoren 
entl^alten flnb. S^b biefe ^a^m bie ®i»ifpren einer 9ieif>e tjon 
Cioiatie^ten^ fo nennt man ü^ren Keinften gemeinfij^aftlid^en ^ün^ 
buu^ ben ®eneraIsS>iPifor ber Duotienten, 

Statt^teffen, Somm. gu ^eid* @annn(. 2 



18 tL t(6fd^mit. 



Sel^rfa^: 3^^^ ^^^^ tnel^rcre ungleichnamige Ouo- 
tienten iDerben ju einem Quotienten bereinigt, inbem 
man bie ©iüibenben mit benjenigen fjactoren be^ 
®eneral5S)it}iforS muItipUcirt, toeld^e nid^t in il^ren 
S)it)iforen entl^alten finb, unb bie burd^ il^re gugel^ö« 
rigen SSorjeid^en üereinigten ^robucte burd^ ben ®e« 
neral'S)it)ifor biöibirt 

ebauötung: 9lx. 33 a) -4--« ^ -. 

^ ^ ^ ^ y t V ytv 

8en)eii$: ®emäg §. 18 I ifl 

X z u xtv zyv uyt 
ytv ytv tyv vyf 

54) Sel^rfa$: ©inb a unb 6 jtoei tierfd^iebene S^'ffUn, 
fo änbert fid^ jjebeSmal il^r Quotient, toenn eine unb 
biefelbe Saf)l m ium ©itoibenben unb SDit)ifor abbirt 
oberöonbenfelbenfubtraJ^irttoirb. S)er Quotient bleibt 
bagegen ungednbert, loenn a = 6 ifl. 

Sä e 10 ei Ä: Slngenommen, eS fei 

a ± m^ a 
6 ± wi"* 6' 

fo müfete eine ibentifd^e ©leid^ung entflel^en, toenn man beiberfeit^ 
mit b zkztn multiplicirt. äßan erl^ält aber 



tootani bie Säebingung 6 = a ]^ert)orge]^t. 

3Rit Slntoenbung öon §. 18 I toürbe man aud^ erhalten 

(adbm) b _ (bzt: m) a 
(6dbm)fc""(6±m)fr' 

ober 

ab db m6 = ba =i= ma, 

totytan^ gletd^faSd bie SSebingung b ^ a l^eroorgel^t 



o 

®rfldrung: ©ne 3^^^^/ ^^i^^ irgenb ein SSielfad^e^ öon 
einem aliquoten Sll^eile ber ©nl^eit au^brudtt, nennt man ium 
Unterfd^iebe öon ben frül^er afe „®anje" bezeichneten 3^1^^^ 
SBrüd^e, Qeber Srud^ befielet au^ jtoei ganjen S^W% ^^^ 
Slenner, toeld^er bie a^njabl ber gleichen a;|eile nennt, in toeld^e 
bie ©inl^eit get^eilt ju benfen ift, unb bem S^^^^^f tod^et bie 



•» 
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»ttjal^l jener aliquoten Siedle i&yU ober angibt. Sn bem Srud^e 
T ift a ber S^i^ler, 6 ber SRenner. 3ft a < 6, fo nennt man 



ben 85md^ einen äd^ten, ifl a > fc einen unäd^ten. 

SeM^^ ®^ finbet ©leid^l^eit @tatt jtpifd^en einem 

Quotienten a:& unb einem SSrud^e ^f beffen 3^^^^^^ 

b 

bem J)iioibenben, beffen 3lenner bem S)iöifor gleid^* 
fommt. 

8el^au))tuna: a :b = -r. 

o 

SJetoei^: ©efet man ben Quotienten a: h gleid^ g, fo iji 

gemä§ feinem begriffe 

äJlitl^tn tDirb ber Quotient a : 6 gefnnben^ inbem man ben ^iou 
benben a in fo t)iele gleid^e S^l^eile 9 tl^eilt^ al& ber 2)i)rifor 
6 anjeigt; ober inbem man fud^t, toie toiel mal (nämlid^ q) 
ber S)it)ifor im S)itoibenben entl^alten fei. SJer erfle 
gaff finbet feinen 3lu8bru(I in ber ©leid^ung a = g • fr, ber jloelte 
in a = 6 • g. Soll man alfo mit Serüdfid^tigung beö erften 
gaffet, toaS genügeub ifi, a info t)iele gleid^e 2;|eile tl^eilen 
ate fr anjeigt, fo fann man mit S^J^^^^^S ^^^ §• 19 V^^ ^^ « 
entl^altene ®inl^eit burd^ fr biüibiren unb barauf bie ^artiat 
quotienten abbiren, alfo 

a: fr = n-hl -h 1 + + n:fr. 

S)er frte Sll^eil ber ©inl^eit aber ift ein Srud^, bejfen Slenner 

6 unb beffen Saldier 1 ift, alfo -. ©er Sluj^brudf jur Sled^en ifl 

o 

nun aber bie Summe toon a ©ummanben gleidb -r, 2)a nadb bem 

fr 

Obigen biefe älnjal^l ber gleid^en aliquoten S^l^eile 7 burd^ ben Q&\^ 



ler au^gebrüdft toirb, alfo il^m gleid^ ifl, fo l^at man 
a:fc = /l + l-hl + -hl\:fr 

_ 1 11 ^l_a 

""5"^fr"^fc"^ "*"fr""ft* 

1 (a) 

3ufa|: ®n Srud^ t)on ber gorm - l^ei^t ein Stamm* 

m 

brud^, aud^ tool^l ber reciprofe SBertl^ t)on ber 3^^ »»• 

4) 3)ie Sä|e für bie SRed^nung mit Quotienten gelten ebenfatt« 
fttr bie mit Srftd^en; alfo 

2* 
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iüft^nä: S)a8$robttct an^ eittem $ru<]^e uttb feinem 
5Renner ifi gleid^ bem S&f)Ux. (§. 17 L) 

8e^tfc6: S)et Quotient be» Sdl^ler^ eine« S5ru<J&eg 
burd^ ben »rud^ felbfl ift gleid^ bem Sttenner. (§. 17 m,) 

Sel^rfa*: 6tn ^xuäf bleibt ungeänbert, »enn man 
ben 3äK«t: unb 3lenner mit berfelben 3«^! multipli- 
cirt ober t>ux^ biefelbe Sa^I bitoibitt, (§• 18 I unb IL) 

Sel^rfa^: Stücke toerben bereinigt, inbem man il^re 
Saldier mit benjenigen gcictoren tl^re« Generalnenners 
multiplicirt, bieni^t in il^ren^Rennern entl^alten finb, 
unb alsbann biefe gleid^namigen 93rüd^e tjereinigt. 
(§. 19.) 

I. (a • 6) : c = (a : c) • i* 
IL (a : f») : n = (a : ») : m, 

1) Selfttfo^» ©tatt ein g5robuct buri!^ eine 3^'^'^ i^ 
biöibiren, fann man aud^ ben Quotienten an^ bem 
einen fjactor unb ber 3^|l ^^t ^^^^ anberen Factor 
multipliciren. (gormel L) 

SeloeiiS: äMtiplicirt man bie ®lei($ung I beiberfeits mit c, 
olfo 

(a • b) : c • c == (a : c) • b • c, 
fo erl^dlt man 

a.6 = (a:c)-c-fc = o-6 nad^ §• 17 I unb §♦ 15 L 

2) 2eMa$: @tatt einen Dnotienten mit einer 3^^! 
}u multipticiren, lann man aud^ bad^robuct aus bem 
©itoibenben unb ber3<i^l burd^ ben J)iöifor biüibiren. 
(Umfel^rung \>on L) 

3) li^el^rfa^: Statt einen Quotienten burd^ eine Saffl 
ju bit)ibiren, fann man aud^ ben Quotienten auiS bem 
S)it)ibenben unb ber 3ö'&'t iuxd^ ben 3)it)ifor bit)ibiren- 
Qber mit anberen äSorten: @iS ifl einerlei^ in loeld^er 
Sleil^enfolge eine 3^^I burd^ jtoei anbere biöibirt 
tt)irb. (formet 11.) 

»eioeig: SMtipIicirt man bie ©leid^ung H beiberfeit» mit 
n, fo erhält man mit äntoenbung bon §. 17 I unb §. 21 I 

a: m == (a :n) : m • n 

= (a : n) • n : m = fl : «•♦ 

4) @in )Bntd^ toirb mit ^iner 3<^l multi)?licirt (ober bi)>ibirt)^ 
inbem man feinen SSüflex mit ber S^^ muUipUcirt (ober bitji^ 
birt, toenn es aufgellet), (gormel I unb IL) 
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fit m 

ääeloeife analog betten t)on 2) unb 3). 

(a : 6) : c = a : (fc • c). 

1) Sel^tfo^* Statt einen Quotienten burci^ eine S<^^^ 
ju bit)ibiren, lann manbeu SDit)ibenben burci^ baS^ro? 
buct aug beut S)ii»ifor unb ber 3^'^! bit)ibiren; unb 
jlatt einen ©rud^ burd^ eine Qa^ ju bit)ibiren, lann 
man auci^ bie 3^^l ^^^ ^^^ SRenner multi^)liciren, 
toenn fie nici^t in ben S&'fiUx aufgeljft 

SetoeiS: 3MtipUcirt man bie ®leid^ung beiberfeit^ mit 
5 • c ober c • b, alfo 

(a ; t) : c • (c • 6) =^= a : (6 • c) • (6 • c), 
fo erl^ält man 

(a : 6) . 6 = a nad^ §. 15 I unb §. 17 I, 
a = anad^ §. 17 L 

3ufa|: 6g ift einerlei, ob eine Qai)l burd^ jtoei ober mel^* 
rere 3<^^l^w ^^^ einanber, ober burd^ ba» ^ßrobuct ber 3^'^!^^ 
bit)ibirt toirb. 

gormel: a: b : c : d = a: (b * c • d). 

2) Seljtfo^: Statt eine 3a]^l burd^ ein 5ßrobuct ju 
biüibiren, lann man bie3ctl^l burd^ bie einjelnen gac:: 
toren nad^ einanber bitoibiren in beliebiger SRei^ens 
folge. (Umlel^rung üon 1.) 

gormel: a:(b • c) = (a:V): c = (aic) : b. 



T Cd ^rr tn p mp 

!• <? • T == »-• n. — • -= -=-. 

b b n q nq 

1) Sebrfa^: Statt eine 3^^! ^i* einem Guotienten ju 
multipliciren, lann man aud^ baS 5ßrobuct au^ ber 
3a]^l unb bem ©iüibenben burd^ ben S)it)ifor bit)ibi5 
ren; unb 

ftatt eine 3<^^I ^«it einem örud^e ju multipliciren, 
lann man aud^ ba^ ^robuct an% ber 3^'^'^ ^^^ ^^^ 
3ä]^ler burd^ ben 3lerner bit)ibiren» (gormd L) 



23 H. SDH^nit 

SelDeid: 9Rtt&i))ltctrt man bie (SleU^g I bdbetfettd mit 
b, fo erl^ält man mit 9(iuoenbimg Don §. 15 I mtb §. 17 I bie 
01eid^ng c • a = c • a. 

2) Se]|ifii$: Statt einen Quotienten mit einem Quo- 
tienten }n mnltipliciren, fann man aud^ bag ^robuct 
ber 2>it)ibenben bnr^ ba^^robnct ber 5Dit)iforen i>it)u 
biren; nnb 

flatt einen 8rnd^ mit einem Studie }u multiplici- 
ren, lann man aui) Qä'^Ux mit 3ä'^l^'^/ Slenner mit 
9lenner mnltipliciren. (gormel n.) 

SetoeiiS: 9Rultiplicirt man beiberfeits bie ®Ieid^ung U mit 
ft * q, alf 

f etffält man 

I" . »1 • |- . gl = mp nad^ §. 15 I unb §. 17 I, 

m • p = m • p naä) §. 17 L 

35) SDie in §. 15 für ganje S^^l^« aufgeflcHten @ä|e get 
ten aud^ für »rud^jal^len. SBcil nämlid^ mittete toieberl^olter 
Slntoenbttnfl üon §. 23 n allgemein 

m p r t m , p • r • t 

n q s u n • q • s • u 

ift, fo lann man nun §. 15 I auf bie Seftanbtl^eile be« Srud^eS 
antoenben; alfo 

tnprt, . • • mrpt» • mtpr, ... 
ng^u. . . . nsqu . • nuqs. . .' 

alfo mit antoenbung t)Ott §. 23 n auf biefe Slugbtilife 

mpri . . . ^^ ^ V^ ^ ^ m t p r 

nqsu ... n s q u ' ' ' n u q s ' * * 











t. 


t4* 


I. 


a: 


b 




(« 


:b) 


• C "1 


n. 


m 


.P _ 
9 


M 
tt 




Ulf 
«P 



ao 

— sK a • -'. 
6 b 

m 9 

n p' 



1) SelUrfo^: Statt eine ganjeSal^l burd^ einen Quo^ 
tienten ju bioibiren, {ann man ben Quotienten aus 
bet ^af^l unb bemSDioibenben mit bemSDitoifor multi- 
pliciren« (gonnel L) 



§. 24. $¥ohtäe ut^ Quotienten. 23 

S8e]&au^)tun8: a : - = (a : 6) • c. 

c 

»etoci«: J)tt)ibirt man bcibcrfcit» burdj c, alfo 

a :- : c » (a : b) • c : c. 



fo txf)öli man 

a :|- . cj « a : 6 nad^ §. 22 unb §. 17 H, 
a : b » a : b naä) §. 17 I. 

Sel^rfa^: @tatt eine ganje S<^^^ bnrci^ einen Ono« 
tienten gu bit)ibircn, fann man anci^ bcn S)it)ifor mit 
ber S^^^ muUipHciren. (gormelL) 

Sel^auptnng: ai- ^ -^. 

c b 

Setoci«: 50lulti^licirt man beiberfeitg mit -, alfo 

c 



fo erl^ätt man 

ac* b 



b b ac b 
c c b c 



a m^ §. 23 n unb §• 18 IL 



Sel^rfai^: @tatt eine 3^^^^ burd^ einen Quotienten 
ju biöibiren, lann man bieS^^t ^it bem umgelel^rten 
Ouotienten multipUciren. 

b c 

Sel^auptung: ai- =^ a* -, 

c b 

SetoeiiS: SRuItipUcirt man beiberfeit« mit b, olfo 

b c 

c b 

fo erl^ält man mit Slntoenbung ber erfien gormel 

a:b • c • b = a • c naä) §. 17 I, 

a^ c ^ a» c nad^ §. 15 I uvb §. 17 L 

Sel^tfai^: @tatt eine ganje Sa'&I burd^ einen 9rud^ 
ju bit)ibiren, fann man 

enttoeber bie Qai)l burd^ ben 3ä^Ier bit)ibiren unb 

mit bem Slenner multipliciren; 
ober bie 3^^^ ^i^ i^^wi slienner muttii)Uciren unb 

burd^ ben 3äl&ler bit)ibiren; 
ober bie 3^^^ ^i* ^^^ umgefel^rten Srud^ multi« 

pUciren. 



24 n. »fii^iitti 



Sel^rfa^: ©tatl einen Üuotienten (ober SJrud^) mit 
einer ganjen S<^^^ i^ multi^)liciren, fann man ben 
S)it)ibenben (ober 3*'^'^^^) biüibiren burd^ ben Clnos 
tienten aug bem S)ii)ifor (ober SRenner) unb ber S^^^* 
(Umlel^ng t)on gormel L) 

^e^auptuuQ: (a:V) • e = a: -. 

Setoeid n)ie 6ei bem erflen Sel^rfa|. 

2) Sel^rfa^: ©tatt einen üuotienten bnrd^ einen Quo^ 
tienten jn bit)ibiren, fann man ben Onotienten ber 
S)iiDibenben bit)ibiren burci^ ben Clnotienten ber S)it)i:: 
foren. (gormel IL) 

S3e]^atti)tnn8: -:?=^-i^, 

it 9 n l q 

6rfter SSetoei^: SUhtltipUcirt man beiberfeit^ mit-, alfo 

m , p p ^m : p p 
n* q q n : q q 

fo erl^ält man 

n n l q • q 

- = -ttO(| §. 17 L 

fl H 

3tt>eiter SBetoeig (anal^tif d^) : 
^: J = (^:p) • « = ^. ynad^ §, 241 nnb §. 21 n, 

= ^ naä, §. 24 L 

Sel^rfa^: @tatt einen Onotienten bnrd^ einen üuo^ 
tienten jU biüibiren, fann man aud^ ben erfteren mit 
bem ttmgelel&rten(reci|)rofeK) jmeitettöttotienten mul* 
ti^)Iicirem (gormel 11.) 

»e^att^)tttng: ^:?=^=?.?. 

n q np n q 

Setoei^: SRuIttpIicirt man beiberfeit^ mit -, alfo 

fn ^p p _ tnq p _m q p 
n' q q np q n p q^ 

fo erl^&tt man 

^^mjjf ^ n^^^^ g 17 I g 23 II, §. 18 n. 
fl np • q n ^ ^ ^ 



§. 24—25. ^Tobucte unb Üuotlentetu 25 

— _^ — — — , . ^ 

8eW<^* ©tatt einen S5ru(^ huxif einen »rnc^ ju 
bitoibiren, lann man Sä^i^er burci^ Sä^^^^^/ ^Rennet 
burci^ SHenner bit)ibiren, toenn e§ aufgellt; 

ober ben erften ©ru(| mit bem umgefel^rten SBBertl^e 
be^ jtoeiten multii)Iiciren, toenn jene^ nici^t aufgel^L 

^iMflon ^titdl einen mei^tdUe^tiiieti «lui^^tuif« 

!• =s= ifi. 

„ il ^ Ä-^ BC ^ BC -- Ä 

6rjie gormeL Sei ber S)it)ifion eine^ mel^raliebrigen SfuS^j 
btttdeS (einet algebraifti^en ©ummc) bnrd^ eine anbere, tt)irb ein 
Xtt^btnrf ober eine algebraifd^e ©umine gefud^t, toeli^e mit bem 
SHtnfor multiplicirt ben S)it)ibenben gibt. 

3^eite formet. ©oQen mel^rgliebrige älndbrflde bur^ein^ 
anber bit)ibirt toerben, fo mu| man bie ®tteber alpl^abetifd^ ober 
leyifalifd^ naä) fieigenben ober fattenben 5ßotenjen einer ^caJi:pU 
gröBe orbnen. @inb unter ben ©liebern Quotienten t^orl^anben^ 
fo bringt man ben ganjen älu^brud auf eine gleiii^e Benennung, 
el^e man bie ©iüifion beginnt. Slföbann biöibire man ben erften 
Sluäbrud beg S)it)iforg in baö erfie ©lieb beö S)it)ibenben, multi= 
plicire ben 5ßartiaIquotienten mit bem ganjen S)it)ifor unb t)er= 
fa^e mit bem Slefie ebenfo. 

^ür bie ©ubtraction pofltit)er unb negatit)er (relatiöer) ^a})^ 
len pnb nad^ftel^enbe au^ §. 7 — §. 12 folgenbe Siegeln gültig: 

a. Sa^en mit gleiii^en SSorjeii^^en toerben ju einanber ab= 
birt, inbem man jte fummirt unb bcr Summe bag gemein^ 
fd^oftlici^e SSorjeici^en gibt. 

b. S^W^ twtt ungleid^en SSorjeid^en toerben ju einanber 
abbirt, inbem man il^rer S)ifferenj ba^ SBorjeid^en ber 
gröjseren Sa^ gibt. 

c. ä^l^len mit gleici^en ober ungleid^en SSorjeid^en toerben 
oon einanber fubtral&irt, inbem man bag aSorjeici^en be§ 
©ubtral^enben umf el^rt unb abbirt nad^ a unb b. 

«eifpiele fftr bie Slbbition: 

+ 4 +4 — 4 — 4 
+ 9 -9 +9 -9 

+ 13 ^^ +"5 — 13 







26 n. 9(5fcl^nüt. 



Seif^icle für bic ©uBtraction: 

+ 4 +4 — 4 — 4 
+ 9—9 +9 — 9 



-T 5 +13 - 13 +5. 

11. «) («• - b*)i (a - b) = a +6 (§. 16, 21). 

ß) (iT» - y«) « (a? + y) = a? - y (§. 16, 21). 

14. (f) (x^ — y») « (a? — y) = j?» + a?y + y\ 

«) (j:' + y') i {x -i- y) = X* — xy + y». 

Ö (iP* — y*) « (a? — y) = a?* + a?"y + a?y* + y\ 

l) (iP* — y*) « (o? + y) = j?' — a;*y + a?y» — y». 

^) (a;* — y*^) : (j? -- y) = a?* + a:'y + j?*y* + xy^ + y*. 

*) (a;* + y'^) « (a? + y) = a?* — a?*y + a?*y* — a?y® + y*. 

Slu§ biefen ©eifpiclen folgeit nad^flel^cnbc Sel^tfä^e über bte 
2;]^eilbarfeit huxä) bie S3inome o? — y unb a? + y. 

I. S)ie 5J)iffcrettj jtoeier gleid^en ungerabcn 5ßotcnjcn ift ftetö 
burd^ bie 5J)ifferenj ber beÄen ä^^i^'fen tl^eübar, xii^t bnxä) bie 
Summe. 

n. S)ie Summe jtpeier gleid^en ungeraben 5ßotenjen ift burä^ 
bie Summe ber bciben S^^en tl^ettbar, nid^t burd^ bie S)if- 
ferenj. 

in. S){e ©ifferenj jtoeier gleid^en geraben ^ßotenjen ifl fotool^I 
burd^ bie SDifferenj afe burd^ bie Summe ber S^^m tl^eilbar. 

IV. S)ie Summe jtoeier gleid^eu geraben 5ßotenjen ift toeber 
burd^ bie 3)ifferenj, noä) huxä) bie Summe tl^eilbar. 

3ufa^: 3fi ber S)it)ifor eine S)ifferenj, fo finb bie ©lieber 
beS Quotienten fdmmtlid^ pofitit). 3ft ber ©iöifor eine Summe, 
fo toed^feln bie 3Sorjei(^en ab. 

3ufa^ ad IV. S)ie Summe jtoeier gleid^en geraben 5ßoten* 
jen, bereu ©fponenten eine 5ßotenj t)on 2 bilben, läßt fi(^ in 
trinomifd^e gactoren jerlegen, j. 33. 

aj* + y* = {x* - V2xy + y«) (a;« + V 2iy + y»). 



©rflärung: 3tuU ift ba§ Sftefultat einer Subtraction, bei 
toeld&er ber 3)ttnuenb gteid^ bem Subtra|)enben ift. (§. 8 TV.) 

@ine negatiöe 3<i^I ift bag 9tefultat einer Subtraction, bei 
toeld^er ber aWinuenb fleiner ate ber Subtral^enb ift. 

3ft 6 << c unb d^ze, f gelten f olgenbe gormein : 



§. 26. ^robttcte unb Ouotienten. 27 

I. a •+■ (6 — c) = ö — (6 — c); ö — (6 — c) = fl + (c ^ 5). 
n. a H- rf(ft — c) = a — d(c — 6); a — d(6 — c) = a + rf(c - 6). 
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Sflgenteitte Stoteflitiigeit : 93et einer 6itbtractton, in toeläitx bie 3^1^^ 
ber @tnl^eitcn, um totl^ man i?on einer gegebenen 3^^I (3Rinuenb) md- 
todrtg fÄreiten fott, baS SUlafe be« 2Jlinuenben überfd^reitet, tritt ba« 93ebürf« 
ni^ ein, bad B^^^^noebiet über 9luQ l^inauS naci^ ber entgegengefe^ten @eite 
um eine unenblic&e zfteil^e t?on aufeinanber folgenbcn ©inbeitcn gu ertoeitem. 
3um 3ci<^^^ fec§ ©eaenfafeeg biefer beiben B^^Ienaebietc begei^net man bie 
3alfelen, toelc&e He $)inge al^ ©nl^eiten gleidfeer Slrt fd^Iid^ttoeg gdl^Ien mit 
■+-, bie übripen mit — unb unterf(ftcibet.fie alg pofitiDe unb negatit)c ^aü)'- 
len. S^un ift Kar, ta% toenn man jene^ Dflücfmärt^f^reiten Dom ^ofttiüen 
btiS ^um 9legatit>en in umgefel^rter Slid^tung mieberl^olt, man loieber in ba$ 
bebtet ber pofitiöen S<^Wt^ gelangen mu^. Ttan f)at au^ bicfem ©runbe 
aud^ bie SRamen abfolute unb relative (inüerfe) 3^^^^ eingefül^rt, »o^ 
bei lefetere neben ber abfoluten Slngalf)! gleidfeartiger i)inge ober ©ro^en 
jugleidp ben ©egenfajj il^rer Seiiel&ungen begcid^nen. So g. SB. ijt 4 2^;aler 
ein abfoluter ©röfeenbegriff, hingegen 4 finaler SBermögen ein relativ 
Der. iöegeid^nen loir eS gum Unterfdbiebe Don 6 Bulben mit (+ 4), fo 
fmb 4 %\)al€t 6d^u(ben (— 4) in SBejiel^ung mm urfprünglid^ gefegten 
begriffe Sermöpen. 2)a aber ba§ 6tne ba§ 3^nDerfe beS Slnberen ift, 
fo ergeben fxdi l^teraug bie äSegiel^ungen 

+ (+ 4) = + 4; + (- 4) = - 4. 
_ (+ 4) = - 4; - (- 4) = + 4. 

(Sd fmb alfo beifpiel^meife (*— 4) ^^aler Sci^ulben gleici^ 4 ^aler 
SSermogen. ^e Wid&tigfeit biefer ©leid^ung, toeld^e ^ier burcife bloje SBer= 
ftanbegfd^lüjfe- betoiefen ift, Idpt fid^ aud^ analptifd^ betoeifen, »ie »eitcr 
unten gefd^iel^t 

1) SRuII ifl bie ©iffcrcnj jtocier gleici^en S^^I^^/ ^^^^ ^^^ 
Stefultat einer ©ubtraction, bei toeld^er äRinuenb unb ©ubtral^cnb 
gleld^ finb. ©ie nimmt mitl^in bie ©teile in ber natilrtici^en 
Sal^lenreil^e An/ Don ber ba^ 3*^^^^ ou^gel^t, unb bilbet bamit 
ben 2Jlittelpunct ber relatiDen S^W^- 

• • • • ■"■ 4^ "^ o^ ■"" ^f ■"• 1/ yjf -|- 1^ "H A/ •+■ O/ "T" 4^ • • • • 

itffx\al$: @tne3ctl^l bleibt ungeänbert^ tDenn ju ber:: 
fclben 3tuU abbirt ober Don berfelben SRuU fnbtral^irt 
tt)irb. 



28 n. 9(5fd^mtt. 



Scl^attptung: a db = a. 

»clDcig: o±0== o±(6— 6) = adb 6=F fr = gemftfe 

§. 8 I unb n. 

3) Sel^rfo^: ®in ^ßrobuct, unter beffeu gactorcn 
Siull toorfomtnt, ip ber 3tull glcid^. 

»etoei«: a • • o = acO = ac(6 — fr) = acfr — ac6 = 

gemäfe §. 8 IV unb §. 14 IL 

5. - = 0. 
a 

»ctocig: -= ^-=-*= -- - = Onad^§. 8IVmib§,19. 
a a a ü 

6) aBenn in n : üt fid^ fc attmäl^lid^ ber ®rätta^ 3luU n&^evt, 
fo toirb ber üuoticnt gulc^t größer, ate jebc angcbbare ^d^l unb 
unenblid^ grofe, toeld^cS mit bem Scid^cn c» bejcid^net tpirb. 
aSHrb ber S)it)ifor * l^ingegen gröfeer afe jcbe angebbarc Qa% 
ülfo öo, fo ttnrb ber Ouotient unenbüd^ Kein, alfo gleid^ 3?uB. 
S)entgeniä^ iji 

n : = oo; » : (X) = 0. 

7) 0:0 ifl unbeflimmt, toeil jebe beliebige ßai)! x mit 
bem 3)iüifor multipticirt ben 3)it)ibenben gibt- 3nbe| fom* 
xatn gäffe t)or, in benen biefer äu^brud beftimmte 23ert|e ax^ 
nimmt, toenn man nämlid^ anjugeben vermag, tpie bie beiben 
SRuHen entfianben finb, j. ©•: 

8 S 

§• 33b 48) 3)cn aSBertl^ beg Dnotienten ^^ " ^^ für a? = a 

a?^ — a* 

anzugeben. 6e^t man a? = a; fo nimmt ber Quotient bie gorm 



^ an. SSerKeinert man aber ben Cluotienten gemd^ §. 18 n 

bur(ä^ a? — a, f erl^ält man 

x^ -V- ax -V- a? __ 3a^ _ 3a 
a? + a ~" 2a 2 * 

6itt ®Ieid^ gilt üon ben Slu^brüden o© — <x), • cx), cx) : <5c. 
11) S)ie SeMä|e fmb bereit« in §. 25 angeführt. 

gormeln: L (de a) + (— fr) = dt o — fr. 

n. (d= a) - (- fr) = db a + fr* 

SSetoei«: SWan fe|e fiatt — fr bie gleid^bebeutenbe S)ifferettj 
— fr unb t)erfa]^re nad^ ben Siegeln ^er älbbition unb @ub:: 
traction t)on ©ifferenjen. 



§« 26. ^xohuäe unb Cuoüentetu 29 

21) gormein: L (+ a) x (+ 6) = + ab. 

n. (+ a) X (— 6) = — ab. 
m. (— a) X (+ 5) = — o6. 
IV. (- a) X (- 6) = + afc. 

Siegel: S^W^^ ^^^ gleichen aSorjeid^en mit einanber multi= 
^)Iicirt geben +; 3^^^^^ ^^ti ungleid^en SSorje^en — . 

A. »etoeife biefer @ä|e bntii^ SSerftanbe^fci^Iäff e. 

ad L S)a ber a9tuIti))Hcator (+ b) ift, fo bebeutet ba» ^m^ 
buct, ba§ bie ^ofttiüe ©röfee (+ a) im toirKid^en ober birecten 
©inne bmal ju fe|en ifi. S)a ber abfolute SBertl^ bc^ 5ßrobucteg 
gleid^ ab i% fo ift bo^ ä^ltot + ab. 

ad n. 3)a ber 3Kultiplicator (— 6), alfo negatit) ifi, fo bc:: 
bentet ba^ jtoeite 5ßrobuct, ba§ bie pojitiije ©röfee (+ a) im in^ 
loerfen ©inne 6mal aU ©ummanb gefe|t toerben foH. 3)er 
dbfolute SBertl^ ift ab unb ba3 ^robuct int) er 8, alfo — a6. 

ad in. ©er SWulti^licator ifl ^)ofltiü unb bebeutet alfo ba8 
brüte 5ßrobuct, bafe bie negatit)e ©röfee (— a) im birecten 
Sinne 6mal genommen toerben fott; alfo 

(-- a) X 6 = {- o) + (- ö) + (- o) . . . . + (- fl) = - 4/6. 

ad IV. ©er 3Rulti^licator unb 50lulliplicattb ftnb beibe ne^ 
gatiü ober bem pojttiüen inüerö. 3)er ©inn be8 t)ierten ^ßro- 
bucteg ifl alfo, boJB bie negatit>e ®rö|e (— «) im in^en ©inne 
aufgefaßt 6mal ate ©ummanb gefe|t toerben foU. S>er abfolute 
SSBertl^ be» ^obuct«§ ifl ab, fein rdaüDer -+- ab. 



B. 3lnal^tif(i^e Setoeife biefer ©ft|e. 

S)ie t)ier gormein laffen fici^ auf bie in §. 16 I— IV ange* 
füllen äurftdfäl^ren, ba man eine negatitje ®rö§e (— a) aU eine 
Differenj 6 — c (d < c) betrod^ten fann, ober inbem man unkt 
ben gormen 6 — c bie gleid^toertl^ige — a »a^t S)ie vier 
obigen gormein nt^mm bann folgenbe ©eftalt an: 

I. (0 + a) (0 + 6) = . + . 6 + . a + oA = + «6. 

n. (0 + fl)(0--6) = 0.0 — 0-6 + Oa — a6 = — oA. 

m. (0 — o) (0 + 6) = . -h • 6 — . « — ä6 = — ö6. 

IV. (0 - a) (0 - 6) = . - . 6 - . Ä + a6 =;= -H o6. 

28) Slug ben ©%n in 21) ergeben fLd^ tmäf Umfelwng 
bie Siegeln für bie ©iöifion pofitiioer uifb n^egatiöer 



30 n. scbfdMti. 



i.:L^) = + a. 

m. ti^> - - «. 
IV. (±^) = _«. 

— 

9tegel: 3^^!^ ^<>^ glei<3^en SSoi^eid^ butd^ einonber 
Wrtbirt geben +, S<^^I^ ^^« ungletd^en Sotjcld^en— . 



üenieitif^Aftli^eii SüH^uud« 

1) SSSeim bie 3<t^I ^ ^^ ^^B ber ganjen S^^^^ ^z ^ itnb c 
ifl, fo ifi biefelbe au(| ein SRafe t)on a db 6 db c. 

SetoeiS: Slngenoimnen, e^ fei m in a pmal, in b qmoi, in 

c mtal entl^alten^ fo ifl 

a ± 6 it c = mp d= mg db wr = m (p db J ± r). 

S)a nun p, g unb r ganje S^^^^ ftwi>/ f^ ift ^ ^«4 P ± 
9 db r; folglid^ a ± 6 =1= c ein ganjed ^elfad^eS ^on m. 

2) ti\t m ein Ma^ ber gan}en S<^¥ ^t b* ^* <^f^ » ^^ 0<ti^ 
}e0 SSielfaci^e^ t)on m, unb ettpa a = mp, fo ifl 

a • n = (mp) n = m (pn), 
a : « = (mp) \n ^ m* (h. 

mitl^in ifl m fletö ein 9Rag t)on a • n; ^on a : n bagegen nur^ 
toenn p ein ganje« SSielfaci^e^ öon n ifl, ferner ifl unter ber^ 
felben Sorcntöfe^ung 

mitl^in m : n fletö, m • n bagegen nur bann ein 3Ra^ t)on a^ 
toenn p ein ganje^ SSielfad^ei^ )}on n ifl. 

4) Siegel: Sott ju jtoeien B^W^« ^ w^i^ jB (il > B) ba^ 
größte gemeinfci^aftlid^e SWa§ gefud^t »erben, fo biöibire 
man bie {leinere 3^]^I in bie gri^^ere, ben 9tefl C toiebemm in 
ben borigen SHüifor unb fo fort, bi^ ber le^te Slefl ?htl[ toii^. 



§. 27. $robucte unb Quotienten. 31 



SDcr Ie|tc S)it)tfor ipirb blc gefud^te S^^W f^n. 3ft ?u mel^crctt 
3a]^Ien bcr größte gemcinfd^aftlid^c X^eiüx ju fxnben, fo beftimme 
man V)n erjl für jtoei, üerbinbe bic gefunbcne S^l^t mit bet 
btitten u* f. f. 

Sem ei ^: S>ie angebeutet^n S>it)iftonen geben folgenbe 
®lei(|ungen: 

Ä^ Bb + C, 
B == Co + Z>, 



J ^ Kk + L, 
K ^ LI + Jf, 
L = Mm. 

^ I4§t ftd^ nun nad^ipeifen, ba§ 

1) Ä ein gemeinfd^aftlid^eä SWafe öon ^4 unb Ä unb 

2) Jlf ba^ größte SKafe t)on ^ unb B ifl. 

@5 ift nämlid^ jufolge ber legten Oleid^ung M ein SKafe üon 
X, alfo nad^ 1) aud^ ein 9Ka§ t)on LI -^ M ober t)on if; »eil 
t)on L unb If, barum aud^ t)on J u. f. f., enblid^ ein 3Ra§ üon 
B unb t)on il. 

aSag ben jtüeiten 5ßunct anbetrifft, fo fann man il^n inbirect 
betüeifen. SBottte man annel^men, e^ gäbe ein gröjsereg gemein^ 
f (^aftlid&e^ SKafe t)on il unb B afö Jlf, j. ». P, fo müßte P aud^ 
ein 9Ra| t)on C fein, nad^ ber erften ©leid^ung, f obann auc^ ein SRafe 
üon D, E u. f. to., natürlid^ aud^ üon M, toag aber gegen bie 
Slnnal^me ftreiten toürbe, baB P > Jlf fein foll. 

3ufa|: 3ji bie ©in^eit baS größte gemeinfd^aftlid^e aWaß 
jtoeier 3#en, fo nennt man biefe relatit) prim. 

@ine abfolute ^ßrim^al^I ift eine fotd^e ß^l^I, bie pd^ in 
feine anbere gan^e gactoren jerlegen tdßt, afe in pd^ felbft unb 
bie ®in]&eit. ^aUn jtoei S^^len ein gemeinfd^aftlid^eS aWaß, 
toeld^eö Keiner ift, afö jebe angebbare ©rßße, fo nennt man il^r 

aSer^ältniß irrational, j. S. 2 unb J/2. 

8) S)er fleinfte gemeinfd^aftltd^e S)iüibttu2 jtoeier 
ober mel^rerer S<^¥^^ ^ft biejenige fleinfte ^a^, in »eld^e fämmts 
lid&e Qai)lm ol^ne 3left tl&eilbar finb. ©inb öon ben B^^t^tt 
il, fi, C u. f. to. 

^ = 2« • 3^ . 5^ • 7* . lly . 13^ 



B = 2"» • 3° • 5*^ • 7p • 11^ 
C = 2» . 3^. 5^ . 7^. 11« 



• • • • 



• • * • 



toobei bic ©j^^onenten bcr 5ßotenaen bie Slnjal^l ber gtcid^cn ^rim^ 
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factoren ang^en, unb i^ beif)rteldtt)eife » ber gtbjgU (Rottest 
t)on 2, b ber t)oti 3^ a ber t)on 5, p ber ))on 7, e ber t>o)i 11 
u. f. »., fo tft ber ßeinfie S)it>ibuttg üon il, B, C 

2^.3^.5**. 7P. 11« 

(gg öerfie]^ fid^ t)Ott feCbfi, ba§ aw^ belleWfl öiele ^mfac^ 
toren fehlen lönnen. SP S- S- ^ = p = 0, fo iji ber fÄtHbttn» 
2" • 5® • 11* ^ieroug gel^t fotgeubc Siegel l^erüor: 

SDer Heittfie gemeinfd^aftftci^e SÄinbau^ mehrerer Sol^len ober 
auS) mel^rgliebriger äu^brüdte tolrb gefunben, Inbem man %eii 
grölten gemeinf(|aftlid^en S)toifor mit bem Dnotienten be^felben 
in bie ^oijlin ober Stu^brüde multipUcirt. 



%mtbai^\i ^tt S^^len ^nti!^ t, 5, 10, 4, 25, 100, 8, 125, 
1000, 9, 3, 6, 7, 11, 13, 17, 10, 21, 23, 27, 29, 87« S^UgUtm 

sufüininendefe^tet tin^MMtt i» ^tUt€9u 

2) eine 3a^;l ift bnrci^ 2 ol^ne 3le|i tl^eilbar, toenn bie erjle 
3iffer jttr Siedeten eS ifi. 

@ine ^a))l ifi bnrd^ 5 ol^ne SRefi tl&eilbar, toenn bie er^e 3lf' 
fer jnr Siedeten enttoeber eine 5 ober 3luK ift. 

®ine 30)^1 ift bnrd^ 10 ol^ne SRep tl^ettbar, toenn bie erfie 
Ziffer jur Sleii^ten eine SRntt ifi. 

. 6) ©ine ^(ä)l ift burd^ 4 nnb 25 ol^ne Slefi tl^eilbor, Joenn 
bie beiben legten ^^^tv^ eg finb. 

®ine 3a|l ift burd^ 100 ol^ne Sllefl tl^eilbar, toenn bie 
beiben legten 3iff^^ SRuttcn flnb. 

11) @ine Sal^r ift burd^ 8 nnb 125 o^ne Sftcjt tl^eiBbar, tt)enn 
bie erfie breijifferige Maffejnr SRed^ten e§ ifi. 

®ne 3a]^I ift bnrd^ 1000 ol^ne 8left tl^eilbar, toenn bie erfie 
breijifferige Älaffe jnr Siedeten ^uHen pnb. 

15) Sebe 3^1 läßt bei ber ®itoifton bnrd^ 9 benfeC&en 3lefl 
übrig, toeld^en bie 5Dit)ifion il&rer Qnerfnmme bnrc^ 9 ftbrig 
läßt. 

»etoei«; 3ebe beliebige mel^rjifferige ^fäji tarn in gorm 
ber ®Vivxmjt 

ö + 6 • 10 + c • 10» + d . 10» + c . 10* + 

gefd^rieben toerben, '(Qmxi a bie ®iner, b bie S^l)n^, c bie ienn- 
berte n. f. to. bejeid^nen. ®a aber allgemein 9 • lO'* bei ber 
J)it)ifton bnrd^ 9 ben SRefl ^ übrig laßt (SRr. 14), fo ift bej: Slefi 

ber gegebenen 3^^^ 

a + b -h c +d + «+ 
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alfo gletci^^ ber üuerfumme, ober tocnn bicfe firöfeer afö 9 ift, 
gleici^ bcm Siefie, beti bic Üuerfummc burd^ 9 btoibirt übrig läfet. 

17) @inc jebe Qaffl ift burd^ 9 ol^nc Siefl tl^cilbar, tocnn il^rc 
Ouerfumme e^ ift. 

Sitte 35^1 ift burd^ 3 ol^ne Sfteft tl^cilbar, tpentt il^re Guer^ 
futnme ed ift. 

@ine 3Äi&l ift burd^ 6 ol^ne Sfteft tl^eilbar, tocnn bie üuer« 
futnme burd^ 3, bie Ie|te 3tffe^ burd^ 2 tl^eilbar ift. 

21) a • 10«'» läfet burd& 11 getl^cUt benfelben 9left mie + o; 
a • 10^-^ läl3t burd^ 11 getl^eilt beitfelbeti SReft toie — a, 

23) saug 21) ergibt fid^ folgenbe Siegel für bie Sl^ttarteit 
ber Qaiflm burd^ 11 : 

Sei ber S)iöifion einer mel^rjifferigen ^df)l but(^ 11 bleibt 
fein 9left, ipenn bie Summe ber ungerabfteEigen S^ff^tru "oex^ 
minbert um bie ©umme ber gerabfleEigen 3tff^^ flt^id^ 5ftuB ifl; 
unb femer 

Sebe S^^ täfet bei ber 5Dit)ifion burd^ 11 benfelben Sleft 
übrig, toeld^en jene SDifferenj übrig läfet. 

3«fä|ß- Stlt: bie 2:i^ilbarteit ber 3^^^^ti burd^ 7, 9, 11, 
13, 17, 19, 21, 23, 27, 29, 37 fügen tpir folgenbe ©äfee l^inju: 

L ©ine ^('^^ iP i^tird^ jebe ber 5ßrimja]^len 7, 11, 13 tl^eiU 
bar, toenn bie ©ifferenj e^ ift, tüeld^e man erl^ält, toenn man bie 
®nmme ber geraben breijiffertgen Ätaffen t)on ber Summe ber 
ungeraben breijifferigen ftlaffen fubtral^irt. 5Der SSetoeig ift leidet, 
toenn man nad^ einanber bie SRefte toon o • 10^" bi^ f • lO*-*^*» 
beftimmt. 

n. &m 35^1 tfi burd^ 7 tl^eilbar, tt)enn bie algebraifd^e 
@umme berjenigen S<^^tn e^ ifi, toeld^ man erl^ält, toenn man 
bie erfie, t)ierte, flebente u. f. to. 3tff«^ abtoed^felnb mit + 1 
unb — 1 ; bie jtoeite, fünfte, ad^te u. f. to. abtoed^felnb mit + 3 
unb — 3, bie britte, fed^^te, neunte u. f. »• citoe^fetnb mit 
+ 2 unb - 2 multiplicirt. (SSgL §. 33^ 59.) 

in. (Sine ^a^ ift burd^ 9 unb 11 tl^eilbar, tt)enn bie Summe 
e^ ift, toeld^e man erl^ält, toenn man bie Summe il^rer geraben 
ätoeijifferigen Älaffen ju ber Summe il^rer ungeraben jtoeijifferi? 
gen Älaffen abbirt.* 

IV. ©ine ßa^ ift burd^ 17 tl^eilBar, toenn bie algebraifd^e 
Qumme berjenigen S^^^^ti eS ifl, loeld^e man erl^ält, toenn man 
bie ungeraben öierjifferigen Älaffen abtoed^felnb mit + 1 iinb 

— 1, bie geraben t)ierjiff erigen Älaffen abtt)e(^felnb mit + 4 unb 

— 4 multi})licirt. 

V. ®ine Saf)l ift burd^ 19 unb 21 t]{)eilbar, tpenn bie Summe 
ber 4fad^ett ungeraben jloeijifferigen Älaffen t^ermel^rt um bie 
geraben jtoeijifferigen Älaffen e^ ift. 

SRatt^ieffen, (Somm. au ^tW Baaml 3 
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VI. ©ne 3a]^l ift \mt^ 27 unb 37 tl^eilbar, toenn ixe Summe 
il^rcr breigifferigen Älaffcti eS ift. 

Vir. @ittc Sa^l ift burd^ 23 unb 29 tl^ciftar, toenn bie 
©ummc ber jtocifad^en utigeraben brcijiffcrigen Älaffen t^enniiu 
bert um bie geraben breijifferigen Älaffen es ift. 

©cmerfjuig. S)ic 3a^l^n laffcn natürlid^ in allen fonftigcn ^äJlm ben^ 
felbcn dieft mcxQ, »ic tote icbcgmaligen ^^W^uDcrbinbungcn. 

25) 3laä) 15) finb bie SRefte ber beiben S^W^ M i^^^* 
SBeibe S^¥^^ ft^^i^ ^^^ ^tt SSielfad^eS öon 9 + bemfelben Slefte. 
Sei ber ©ubtraction l^ben fi(i^ alfo bie SRefte auf unb ein 3Siet 
fad^eS 'oon 9 bleibt übrig. 

27) 3)aS 5ßrobuct jtoeier ober mel^rerer S^W^ täfet bei ber 
S)it)ifton burd^ 9 benfelbett Sleft übrig, tt)ie baS 5ßrobuct"ber 3lefte 
ber iQuerfummen. 

»etoeiS: S)ie Sal^leu feien ^4, JJ, C , f o iji 

A = 9p + rs 
B = 9q + r,, 
C = 9« + r/// 
tt. f. tP. 

unb il • B • C . . . == 9P + r^ • n/ • n// 

3ft nun r/ • n^ • n/^ . . . = 90 •+■ r//// , f ift 
il . B . C . . . = 9(? + 0) + n.//. 
32) 3Kit JBerüdfid^tigung t)on 27). SDie SWeunerprobe ift 
in fo fem trüglid^, aU bie Qixmme ber gel^ler mel^rerer 3iff^^^ 
gleid^ 9 toerben fann. S)a§felbe gilt t)on ber ©ilferprobe. 



G. iBmmaU)ru(l)e. 

1) ©rltärung: ^aä) ber Sejeid^nung ber becabifd^en gan- 
i^n So^^en \)at bie ©inl^eit jeber folgenben üon linfö nad^ red^t^ 
gejäl^lten Qifiex immer ben jel^nten %^'eH beS^ertl^eä ber üoran^ 
gelenben, unb eS liegt beS^alb fel^r nal^e, bie Sfteil^e ber 3iff^^ 
über bie Siner ^inauS fortlaufenb ju beulen, tooburd^ eine Srud^- 
form erfd^eint, bie ber ©ntftel^ung unb Sejeld^nung nad^ ben 
becabifd^en ganjen S^W^^ entfipred^enb ift. 3Kan nennt biefe 2trt 
öon S3rü(^en S)ecimalbrü(^ö. 

ein ©ecimalbrud^ ift alfo ein fold^er Srud^, beffen S<^^^^ 
eine beliebige becabifd^e ganje S^f)l unb beffen Sienner eine $0^ 
ietii üon 10 ift. ®ie ©anjen »erben t}on ben 3tff^^ i>^^ Sru(|e8 
burd^ ba^ S>ecimalfomma gefd^ieben. 



§. 29-30. a)<^ma(5rü4e. 35 

@in ^tävMXbxndf lann auf t)erfd^iebene älrt gelefen totxhm, 
inbem man enttücber öom Äomma an bie cinjifferiflen Älaffen atö 
^S^^wt^l"/ r/^ii^ii^^rtftel", „Siaufenbftel" u. f. to. au^briidft, ober 
in jtoeijifferigcn Älaffcn ate „$unbertftel", „3^^^taufcnbftcl" 
u. f. to- ober in beUcMgcn mc^rjifferiflen Älaffen ganj ent* 
fprc(^cnb. 

2) S)a baö Äomma bic ©anjen unb S^^^^^^ ^^^ S^^ ööä 
einanber jur Sinfen unb jur Siedeten fd&cibet, fo tocrben, bem 
SQäerll^c unb ber S3ebcutung ber gegenfcitigcn ©tcttung ber cinjcincn 
3iffctn becabifi^er 3^^!^^ g^tnäfe, burd^ aScrfd^icbung beg Äotnma^ö 
»on ber dienten jur Sinfen um n ®ttUm bie 3<^^^^^^ ^^i^^ iO'^ 
biüibirt ; burd^ SSerf d^iebung begf eftcn t)Ott ber Sinfen jur Siedeten 
um n ©teEen mit 10" multiplicirt. 

aSerben bem ©ecimalbrud^e jur SRed^ten p SRutten jugefe^t, 
fo loirb baburd^ nur bie Benennung, nid^t aber ber SBert^ bc^s 
f elben geänbert. Söerben Ij^ingegen jur Sinfen jtoifd^en bem Äomma 
unb ben Qtf)ntdn p SRutten l^ingugefügt, fo toirb ber SSrud^ ba= 
burd^ auf ha& lO^fad^e öcrfleinert. 3- 33, 3lx. 6. 

0,3400 = 0,34 

0,0034 = 0,34 : 100. 

3) SDie unäd^ t^n ©ecimalbrüd^e ftnb auS ©anjen unb ödsten 
S)ecimalbrüd^en jufammengefe|t. 

8) ©otten S)ecimalbrfid^e abbirt ober fubtral&irt toerben, fo 
f e^e man biefelben f o untereinanber, bafe Äomma unter Äomma ju 
[teilen fommt unb abbire ober fubtral^ire pe oläbann eben fo loic 
©auje. 

1) Siegel: ©oEen jtoci ober mehrere S)ecimalbrüd^e mit 
einanber multiplicirt n)erben,fo multiplicire man fte junäd^ft toie 
ganje S^¥^ ol^ne SRüdffid^t auf bie Äommata. Sll^bann fi^neibe 
man üon bem ^robucte fo t)icle SDecimalfleEen ah bon ber SBed^s 
im jur Sinfen, afö in fämmtlid^en gactoren entl^alten finb. 

S5ett)ei§: SSejeid^nen tt)ir junä^fi jmei gactoren aBgemein 
mit ben Slugbrudfen 

a + ^r?:z: Unb b + 



IQm - 10«» 

fo ift il^r ^ßrobuct gleid^ 

ab -f 



lO«" 10*^ 10°* + « 

3* 
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S)a nun bie S<^^^ aa^bb^ ^&vxmüx^ ®anje Be^eid^nen^ f o f)at 
bog Sßrobttct bie gotm 



X 



Siegel: Sotten jtDei $)ecimalbräd^e burd^einanber biöibirt 
toerben, fo läfet fid^ ber üuotient berfelben burd^ einen neuen 
S)ecintalbrud^ feinem toasten SOBertl^e beliebig nal^e bringen. SWan 
bringe bie beiben S)ecintalbrüd^e auf gleid^e Benennung unb bit)i= 
bire toie bei ganjen S^W^ ^^^^ ^ütffid^t auf bag Äomma. 
®ibt bie S)iDifion ®anje, fo trenne man pe burd^ ein Äomma 
t)on ben S)ecimalftetten ab. 3ft bie^ nid^t ber gatt, fo fe|e man 
an bie ©tette ber ©anjen eine 5Rutt, l^änge jur Siedeten bei5 3^^=^ 
lerg eine SRutt an unb bejHmme bie Sel^ntel, barauf 'lieber eine 
Slutt unb befKmme bie ^unbertftel u. f. f. 

S5ett)eig für bie Slid^tigfeit be^ S)it)ifiongt)erf al^ren^ : 3)aburd^, 
ba| man bie SJrfld^e auf gleid^e Benennung bringt, inbem man 
burd^ $injufe|en \>on SRutten bie 8^^ ^^^ 3)ccimalfiettcn gleid^= 
mad^t unb barauf bie Äommata toegläfet, ftnb SI^W^ ^^^^ 5Renner 
beg Srud^cg nur mit einer unb berfelben 5ßoten} t)on 10 multi= 
plicirt toorben. SBenn nun nad^ ber Seftimmung ber ©anjen 
bem S^f)Ux n flutten angel^ängt pnb, ber S^W^ ^^^ ^^ 10" 
multiplicirt ifl, fo tüirb baburd^, ba§ man ben übrigen l^inju^ 
fommenben S^l^eil bei^ üuotienten jum S)edmalbrud^e mad^t, ber^^ 
felbe tüieber burd^ 10° bit)ibirt, toeld^er fomit ben SQBerfl^ beiS 
Srud^eg rid^tig angibt. 5Der Cluotient ber beiben S)ecimalbrüd^e 

fei alfo auf bie gemeine Srud^form - gebrad^t, fo ift 

o 

a r 

tDo p bie ®anim, ^ einen &d^ten SSrud^ bejeid^net. 3Mti)7li€ire 

r mit 10^ unb fei 

r . W 

fo ifl, toenn l^ier bie SHinfion aufgel^, 

a _ r * 10° b 

6~'^"""6-10"*^"*" 10-^' 

©el^t bie 5Diöifion nid^t auf unb gibt einen Sftefl r/, fo ifl 
-'= Ä < 1 unb 

9 

6 ""'"*" 10*» "^ 10^' 
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» 1 

too rrr^ offenbar Keiner Ifi afe -^ unb alfo unter jebe beliebige 

gel^Iergränje gebraii^t »erben fann. SBenn bei biefer S)it)ifion 
öon einer beftimmten ©tdle an ber Sleft 3tuU öjirb, fo nennt 
man ben üuotienten einen toollftänbigen ©ecimalbrud^* S)rü(ft 
ber erl^altene 3)ecimalbrttd^ ben SD3ert| be^ Üuotienten big ju 
jeber angebbaren ®ränje ber Sered^nung ben SDBertl^ be^ Ouo= 
tienten untoollfldnbig au^, fo gibt fld^ bieiS ftet^ burd^ eine 
5periobe ber JDecimalfteÖen ju erfennen. 

11) a) SBenn ein S3ru(ä^ fid^ burd^ einen tJoUftänbigen ©eci* 
malbrud^ barfteHen laffen foD, fo mu^ bem SSorl^ergel^enben ge« 
mä§ für ein beßebig grofee^ n einmaC ? gauj ober z gleid^ SFlutt 
toerben. 3)ieg ifi offenbar nur bann ntöglid^, toenn 10*» burd^ 
b tl^bar iji. 

ß) Sä§t fid^ ber 2)ecimalbrud^ nur unöoHfiänbig l^erfietten, fo 
entfW^t öon einer befümmten ©teile an eine 5p er i ob e, mil bei 
ber SJitrifipn burd^ ben SFlenner b nur eine enblid^e Stnja^l Der^ 
f^iebener SRefie übrig bleiben fönnen. • Äel^rt aber einer ber Slefle 
JDteber, fo febren fotool^l biefelben S>ecimalfieIIen afö biefelben 
dle^e in berfelben IReil^enfoIge (periobifd^) tt)icber. 

y) ®a bei ber S)it)ifion burd^ ben Stenner 6 l^öd^en^ 6—1 
t>etfd^iebenf Sftefte ftbrig bleiben Ißnnen, fo ^at bie ^eriobe l^ßd^s 
ficng 6 — 1 3iWem. 

12) ®g ifi 

^ ^ 0,142857 142 ... . ($ßeriobe 142857). 

S)a bie ißeriobe olfo fed^^tfferig ift, fo mu§ eS bei ber ©nttoidt 
lung beS ©ecimalbrud^eS 6 ^erfd^ebene Slejie < 7 geben, alfo bie 
SRefte 1, 2, 3, 4, 5, 6. 5Run ift Har, bafe für bie genannten Srüd^e 
h h h 7/ 7/ f ^^^ ^^^ ^^^^ entftel^enbe ^ßeriobe ebenfalls fed^* 
jifferig, unb jtoar t)on ba ob übetetnftimtnenb tetrb, too bei ber 
@ntö)i(Äung be^ Srud^eä | in einen S)ecintalbru<i^ bie ^Si)ltx 
1, 2, 3 u. f. to. afö 3lefte auftreten. 

©0 iji 8. ». f = 0,285714 285. .. . 

f = 0,428571 428.... 

ferner gebt au^ bem angefül^rten ©a|e l^ertoor, bafe bie ©umme 
ober ©iffereuj irge«b toeW^er biefer S)ecimalbrüd^ biefelbe ^eriobe 
erzeugen mu§. 

13) 3legeJ: ©Dllen »)eriobifd^e S)ecimalbrfid^ in getoöl^nßd^e 
Srüd^e öertoanbelt toerben, fo bringe man fie erfi auf eine fold^e 
Senennung, ba§ bag Äomma unmittelbar t)or ber ^eriobe fielet. S)er 
SBJettl^ beg auf ba^ Äomma folgenben 3)ecimalbrud^eg toirb erl^at 
ten, ittbem man bie 5ßeriobe burd^ fo tnele 3ltmxM bitoibirt, afö 
fie ©teilen enthält, g. ».: 
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2Q 7474 9<U* 9Q4n 

14) « 0^7474.. . = !^^-_^.^. 

SeiDeid: S)rr tetn ))frii^<l^ 5Decnudbnid^ fä 
B = 0, ofre abc .... (^ßoiobe oAc s^dBg), 

= a6e... 1^— + j^+^^+ ...J 

15) 98enit uttüoDßanbige S)ect]italbräd^ nur KS auf eine 
befUmmte 6tene angegeben (abgefui^) loerben f oOen, f o f^ man, 
ob ber ^Bkxäf aller toeggelaffenen Stellen me^ ober toeniger al^ 
5 (Sinl^eiten ber er^ 9tangßeIIe jnr £in!en betragt 3^ erßeren 
%aUe mug bie Ie|te Stelle um 1 erhobt toerben; bei 5 fann bied 
obtoed^elÄ gefd^eben ober unterbleiben. 

5Da^ t)on einer beliebigen @teDe an bie Summe aQer folgen? 
ben 5DecimaIbru(bt]^eiIe Seiner iß als bie Sin)^ ber }unä(i^{l 
t>or]^erge]^enben S)edmale unb ieS^aß) ber 3)e€imalbru^ abgefur^ 
loerben tarn, folgt baraus, ba§ bie Summe jebenfalfö Seiner ifl, 
aU toenn aUe folgten SteDen Steunen tooren. S)enn bamt 
tofirbe gemäg 13) ber SBertb ^ loeggelaffenen S)ecimalen erfl 
einer (Sinl^eit ber nod^fi üorbergebenben SteQe^ gleid^fommen. 

(Sin unüoDfianbiger S)ecimcü[brud^ b^ eine @enauig!eit t)on 
n Stellen, toenn bie n -h Ite Qifiex ungenau ober jtoeifelbaft ifi. 

31) a) 3)a mit Md^t auf bie in 15) auSgefprod^ne Siegel 
ber gel^Ier ber legten Stette «einer afö ± 1 : (2 . 10») ifl, fo 
toirb bie ©enauigleit beS SiefuItateS innerl^b ber ©ränjen 
+ p : (2 • 10"») unb -- p:(2^ W) liegen. 

ß) ®er toalrfd^einlid^e gcl^ler iji ± 0,00025. 

y) S)er gel^ler beträgt toeniger afö =1= 1 : 10°, »eil gleid^ 



• 10° y 2 . 10°; — 10 



10°* 

32) Sotten jtoei ©ecimalbrüd^e abgefärbt multi^Iicirt 
toerben, um baburd^ unnöt^ige Sled^nungen ju tocrmeiben, unb foU 
babei ba^ 3lefultat bis auf bie |?te S)ecimale jutoerläfftg 
fein, fo fann man fid^ folgcnbe einfädle Siegel merfen: SÄan 
ftlrje ober verlängere bie Srüd^e erforberlid^en gatteS fo, baß bie 
Slnjal^l ber 3)ecimalen beS einen fJactorS enttoeber oerminbert um 
bie ainjal^l ber gaujen Stetten ober t)ermebrt uvx bie Slngal^l ber 
auf baS Äomma folgenben SRutten (— ganje Stetten) beS anberen 
gactorS p auSmad^e. SRun multiplicire man mit ber l^öd^fl gel« 
tcnben Qifi^x beS SRultijjlicatorS ben ganjen aRulti))licanben, mit 
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%usf d^Ittjj ber U|ten 3^ff^/ i^^i <t^^ ^od^ ^^ * (^^2 bet 3Rttltts 
plication berfelben j^ecuorgel^enben ^^'(»ner gut leiten 2)ectmate bei» 
^obucteS l^iQU. 3nbem man nun bie @teQe bei» S)ecintals 
(omnta'§J6efHmntt, fo tele bie ]^ö(i^ftgettenbe 3iff^ ^^S älht[ti))Iis 
cotorS unb bie mebrigflgeltenbe bes SO^lti^Iicanben mit einem 
@i^etl^eitd{lTi(l^ te^^nd, fä^tt man auf biefelbe Wct mit ben 
übrigen 3^{fem fott^ inbem man bie ^artiolprobucte fo nntet^ 
einanbet fii^reibt, ba| bie legten ^iff^i^ ^i^ Setticalteil^e bilben. 

»eifpiel I. 798^58761 X 2,00371246 (3 ©tetten), 

abfldfttjt: 798,3588 X 2,003712. 
99ere(]^nung: 798^988 

= 16 fofftr 2 @m]()eiten juge^ 
- a\ red^net merben jur le^» 

= 56) '*" ^*^"^" 
I 9) 
= 14) 

1599,681 

»cifpiel n. 34,70003 X 0,00021789 (5 ©tetten), 

abgeffttjt: 34,70 X 0,0002179. 

»ere^nung: 0,0002170 

34,70 

0,00654 (9x3 = 27) 
87 (7 X 4 = 28) 
15 (1 X 7 = 7) 



1596,718 (8 . 


.2 


2,395 (3 • 


3 


0,559 (8 . 


7 


0,008 (9 • 


. 1 


0,001 (7 . 


2 



0,00756 

«eif ^iel m. SRr. 33 6) 0,0072246 x 0,56287 (6 ©teHen), 

abgefüra*: 0,007225 X 0,5629. 
»cred^nung: 0,007225 

0,8629 

0,003612 (5x5 = 25) 

433 (2x6 = 12) 

14 (2 X 2 = 4) 

6 (7 X 9 = 63) 



lS)tx um 



0,004065 

3n bicfen brei »eif^ielen ifl bie lefete Siffer unj 
z^m'.i2- lOp), tto m bie Slnjal^I ber pojitiBett S^ffem be» 
einen ^actoriS bebeutet. 

©ollen jloei S)ecimalbrü(!^e abgetürjt biuibirt »erben, fo 
fann man folgenbe Siegel beoba<i^ten: 3Dlan rüctt im S)i»ibenben 
unb 2)itrifor bog Aomma um glei(i^tnel ©teilen rMÜf tiä)i& ober 



# fL imfiiniir 

(inK, tiB bft ^Diuifmc g<n^ Sxfr ^ol, mb tf^w toicbctttiit 
iif ShtOfti red^d mm üomiaa fir (— m) gcaqt S^ff^^^ ^K 
He 3>hnfUm onf p SccttKotai asSgefn^ loeämi^ iDobei btt pte 
6tellie no^ iraftd^ ifl^ f o gebe man beut SHtnbfabeit p SDcdmaIeK 
iCBb erf e|e Ue fr^teid)eit 6tdleit tmr^ 9bdlen, bem 5DMf or 1^ 
gegen fo biele iDeämalen ob p betrögt, i>e im^ii nm bte^bqa^I 
^ (+)>/ gonjen ober (— V gonjen S^^ftm bes Ctootienten, 
loeU^e fl^ bid^t bor^ ongdien loffoL * 

Seif)>{el I: 15,99681002 : OfiSOOSl (4 GMen), 
bai» Aomma gerfidt: 1599,661002 : 2,0037 (Onotient+3(SMie), 
abgefitrjt: 1599,6810 : 2,0037009 = 798,3635 

1402,5900 (0x7= 0) 



197,0910 
180,3330 (0 X 


9 = 


0) 


16,7580 
16,0296 (0 X 


8=« 


0) 


7284 
6011 (7 X 


3 = 


21) 


1273 
1202 (3 X 


6 = 


18) 


71 

60 (OX 


3 = 


0) 


11 

10 (0 X 


5 = 


0) 


1 







»eif piel H: 0,00756 : 0,000217891 (2 Steifen), 
boS Stovma gerfldt: 75,6 : 2,17891 (Duotient + 2 ®an}e), 
abgefüllt: 75,60 : 2,1780 = 3il,70 

65,37 (9X3 = 27) 

10,23 
8,71 (8x4 = 32) 

1,52 

1,52 (7x7 = 49) 





(1X0= 0) 

Ö 



§. 30—31. Set^imnf^ uAb ^topottiontn. 41 

«*if »)t*I m: 0,0040651 1 0,56291 (5 ©tellett)/ 
baS Stc/iama ^evüät: 0,040651 : 5,6291 (iQuotient— 2®(mge), 
aögefürat: 0,04065 : 5,620 = 0,00?Ä2 

3940 (9x7=. 63) 

125 

112 (2x2« 4) 

13 

n (6 X 2 - 12) 

2 



D. 9arl)altmfft unb Jßxofoxtwnttu 

1) erflärung: Unter bem SSerl^ältniffc jtoeicr ®rö|eti 
&ec^|t man tl^U^ ben Unterf d^ieb (S)ifferenj), tl^eifö and^ ba$ 
äRaJB (üuDtient), toeld^^ bei il^rer 93erglei(|nng in Setta<i^t 
fommt. S)ie erfte Slrt beS SSerl^ältniffc^ jtoeiet ©rö^en a unb t 
l^et^ il^r aritl^ntetif^e^ 93erl^£ltniB unb mixt> bejeid^net 
bttr(j^ a — i* SHe stoeite Slrt ift il^r geometrtfi^ei^ SSerl^ält- 
ttt§., J6ejei(ä^net bur^ ^ : 6 (gelefen „a t>et\)&lt fi(| ju 6")- 3« 
ben beiben SSerl^ältniffen a — 6 nnb «r& |ei§t a Sntecebcnt 
üb« ga<:tor, 6*Sonfec|uent nnb biejenige @rö§e, mtläfe mit 
bem Sonfeqnenten eine^ geometrifd^n 93er|ältnif[e^ mnltiplicirt 
ben Slntecebenten gibt, S^ponent be^ Seri^ältniffe^. S9ei ben 
aritl^metifd^en SSerl^ältniffen i^ei^t biejenige ®rö§e, wd^z um b^n 
©onfequentcn öermel^rt ben Söttfcöibenten gibt, ©ifferenj, 

5) Sei^rfa^: <Sin SSer^ltuife ö)irb toergrö^ert ober 
öerfleinert, je nad^b^m ber ^ntecebentfi^ toergrö^ert 
ober toerfleinert, ober aber ber ©onfeqnent fid^ t)er= 
Heikuert Di^er ^tx^x6%txt 

6i> 8d&f^^: S)er @jponent einei5 geometrifd^en 95er=: 
]^&ltntf«feS toirb i)ergtöBert ober Detfleinert, je nad^bem 
ber Slntecebent mit einer 3^^^^, toeld^e bie einl^eü 
ilberfieigt, multiplicirt ober bitoibirt, ober aber ber 
®onfequent bitoibirt ober mnltiplicirt ipirb. 

S)er ßyponent bleibt nn.geänbert, toenn Slntecebent 
unb ©onfequent beibe mit berfelben gal^l muItij}Ucirt 
ober butd^ bicfelbe gal^I biöibirt toerben» 

7) Se|rfö$: ©in geometrifd^eS SSerl^ältni^ bleibt bei 
SKbbition ober 6ubtraction einer nnb bierfelben S^^'&'t 
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ittm ober bom Sntecebenten unb Sonfequenten in bem 
$alte unge&nbett^ toenn bet @onfequent bem 9(tttece- 
benten iltid^ iß. 

14) 3P o : * = «, fo ifl 



b 

(a=l=6) 
a 

6 

(a + 6) 
(ma db nb) 

Setoeifc leidet. 



a = 1 : e, 
i = 6 ± 1, 

a = (e db 1) : 6, 
(a ± 6) = e : (c de 1), 

(a±6)= 1 :(e=bl), 

(a - 6) = (e + 1) : (e - 1), 

(pa dkz qb) = (w6 ± ii) : (pe ± g). 



Unter einer Proportion r>ex^e'f)t man bie Serbinbnng 
jloeier SSerl^ältniffe üon benfelben (S^onenten burd^ bai^ ©leid^- 
|eiti^(i^en. 

3la^ ber SCrt ber Serl^ältniffe nnterfd^eibet man aritl^me* 
tifd^e nnb geometrifd^e ^Proportionen. (SHfferenj« nnb 
Üuotientenglei^nngen.) 

3n einer aritl^metifd^en ^Proportion mflffen fämmtlid^e ©lieber 
gteid^artige ©röfeen fein. 3n einer geometrifd^n ^Proportion Wtt= 
nen bie ®Cieber be« einen aSerl^ältniffeö öon ber SIrt ber ©lieber 
beiS anberen öerfd^ieben fein. 

®ie äntecebenten, bejiel^ungÄtoeife bie ®onfequenten ber beiben 
SSerl^ältniffe einer Proportion l^eifeen l^omologe ©lieber. S)er 
©onfequent beS erfien SJerl^ältniffe^ nebft bem Stntecebenten beS 
jtoeiten l^cifeen innere, bie übrigen äußere ©lieber. @inb bie 
inneren ©lieber gleid^, fo ifi bie ^Proportion eine fletige; j. 8. 

a — 6 = fr — Ci 
a : 6 = 6: c. 

2) SeWö^: ®i«^ geometrifd^e 5proportiott bleibt 
rid^tig, toenn man bie SIntecebenten, bejiel^ungi^toeife 
bie ©onfeqnenten il&rer beiben SSerl&ältniffe mit ber« 
felben'^S^^'^l multiplicirt ober bitoibirt; ifl alfo 

a: b = c: d, 

fo ifi aud^ ma : b =mc : d, 

unb alnb = c: nd. 

4) 2cWä$: ^n jeber S^i^lenproportion ifi ba^ ^ro^^ 
bttct ber äußeren ©lieber bem ^robucte ber inneren 
©lieber glei($. 



§. 32. Proportionen. 



4S 



S3oraudfe|nng: a:b — c: d (Qriiotientengleid^g«) 
fBt^auptunQ: ad =^ bc (^robuctengleid^ung.) 
fßetoti^: 9Benn man ben ^pmenten ber gleid^en fßex* 
l^filtniffe mit e bejeid^net, fo ifi 



a : 6 = e, 
cid = e, 



a = be. 
de = 0. 



SRttltipllcirt man bic Beibeti ®lci(ä^ungen, fo ex^&lt man 

ade = 6c«, 
ober ad = bc. 

5) Sel^rfo^: @itie fleomctrifd^e ^ßro^jottion ijl eine 
tid^tige, toenn ba^^ßrobnct ber beiben inneren ©lieber 
bem ber beiben äujseren gleid^ ift. 

3ttf a|: 3fi bie ?ßroportion fletig, j. ». a : 6 = 6 : c, fo 
i^JBt 6 mittlere geometrifd^e ^ro^}ortionaIe t)on aunbc 

unb e0 ift 6= j/ac. 

8) Sel^rfa^: 3n einer jeben ?ßroj}ortion !önnen nn« 
bef(]^abet ber Slid^tigfeit bie mittleren ober an<i^ bie 
anderen @lieber gegen einanber )oerfe|t loerben. 



aSoran^fe^nng: 


m : n = p : q. 


83e]^anj}tnng: 


m : p =i n : q, 




n im ^ ql p, 




ni q =^ mlp, 


• 


plm ^ q in, 




p l q == min, 




q : n -^ p l m, 




q ip ^ nl m. 



äSetoeid: 2)ie ^obuctengleid^ungen finb fämmtlid^ mg = pn. 
12) Sel^rfa^: 3« jcber (geometrif(]^en) 5ßro})ortiott 
»cTl^ält fid^ bie 6umme (ober SJifferenj) be« 2lntcce= 
benten unb Sonfequenten beS etften äSer^ältnif f eS }um 
3(ntecel)enten obet S^onfequenten, isie bie «Summe 
(ober S)iffcrett0) ber analogen ©lieber be« jtDeiten 
äSerl^&ltniffe« ju bem 9(ntecebenten ober Sonfequenten 
beiSfelben. 

SSorauSfelung: aib = e: d = e. 
Se]^att))tttng: (a±&): a = (cdbd):c. 

. (adb6):6 = (c±<i):d. 
IBetoeiS: @)» i^ 

:o = (e±l) 
:c = (e±l) 
:o = (cdb d) 
:6 = (e±l) 
:d = (e±l) 
f ol0H(i^ (a =k. b) : 6 = (e -b <0 



tnitl^n 

jjemer ifi 



(adbft) 
(cid) 

(o±&) 
(«±6) 

(c=bd) 
(a±,6) 



ij nad^ §. 



31. 14), 



ei 
c. 

}j nod& §.31. 14), 
d. 



M n. Wi^xM. 



8e!&tfd$t Stt jebcr $toi)ortion Derl^ält fid^ bie 
6unime (ober Äifferenj) ber anteccbcntcn jut Summe 
(ober ©ifferenj) bet ©ottfequentett, role einer ber 
9(ntecebenten ju feinem Sonfequenten. 

äSorau^fe^nng: a:b = cid. 

Sel^auptnng: (a ± c) : (6 ± d) = a:b =» cid. 

Seloeid: 3lM bem iDorlecgel^enben £el^rfa$e folg;t 

(a db c) : a = (6 db d) : 6, 
unb gem&JB 8) 

(adtc):(bzt:d)=^ aib ^ cid. 

18) iSeltfit^: 3n Heber Proportion ^et^ält fid^ eine 
beliebige algebraifd^e Serbinbung ber ®Iieber be^ 
ecftenSSerlj^äUniffe« ju einer anbeten SSerbinbnng ber^ 
felben (SUehex, toie bie beiben analogen ^erbinbnn- 
gen be« anberen SSerl^ältniffei^ gu einanber jji^ öer* 
galten. 

SSorani^ff |nng: aib ^ cid. 

Sdel^an^tnng: (ma db nb) i (pa ± ^) » (mc :ir itd) : 
(pc db qd). 

»eloeij»: ©emäjs 2) ifi 

ma : itfr » inc : nd^ 
unb pai qb =^ pcl qd. 

Wi Slntoenbnng toon §. 31. 14) erl^ält man toeiter 

(ma z^ nb) l ma « (mc d=: nd) l mc, 
ober (ma db nb) : a = (mc db nd) i c. 

Slnalog ifl (pa db 9b) : a = (pc ± qd) i c. 

®iüibitt man beibe ©leii^ungen burd^einanber, fo ifl 

(ma ± nb) l (pa ± qb) = (mc db nd) l (pc db qd). 

15) ÄeW^* Sebeg innere ©lieb einer Proportion 
ifl ^leid^ bem ^robucte ber beiben äußeren ©liebec 
biDibirt burd^ bai^ anbere innere; unb 

jebeiS äu§ere @lieb ifl gleid^ bem 5ßrobucte ber 
beiben inneren ©lieber bitoibirt burd^ ba^ anbere 
äußere. 

SJeioei^ nad^ 4). 

28) Sel^rfa^: 3luS jtoeien ober mel^reren ^ßropor« 
tionen fönnen burd^ 3Rultiplication ober S)it)ifion 
ber l^omologen ©lieber neue gültige ^Proportionen 
gelbilbet toerben. 

SJorau^fe|ung: I. a : b = ci d ^ e, 

n. m : « = p : 9 = c. 

Sel^auptung: amibn = cpi dq. 

an ibm =^ cqi dp. 



\ 



§• 82« ■ Sßi^o^tüonen* 



A 



Seloei»: &m&^ 2) folgt ou^ L 

am l bn ==i em: dn, 
unb aus n. cm: dn ^ cpidq, 

tpormtö folgt 

am: bn =^ cp : dq* 

gemer folgt aus II. 

alfo gemät 2) aus I. 

an : bm = cn : dm, 
unb aus m. cn: dm =^ cq: dp, 

toorduS folgt 

an: bm = cq : dp^ 
Sltttoenbuttg: Sfl L A:B==m:n, 

n. Bi C =^ n:o, 

m. C : D = o : p u. f. tov 

fo erl^ält utau iuxd) aJhilti|)licatiou wn I. unb 11. 

A : C = m: a 
t)on Iv n. unb III. 

Ä : B ^ m : p, u. \. to. 
30) grfläruttg: SBenu Jlf:JV= aceg:bdß, fo tft baS 
S?er]^dltni§ Jlf : JV jufammcugcfelt aus ben SScrl^ältniffcn 
a : b, c : d, e : f, g : h. 
es ifi nämlid^ 

*= a c e q ^ weg 
N b^ d^ f^ h bdß' 

33) @r{lärung: 3ft eine Proportion ouS einer geraben 
Wxioifl, aber mtf)x als "oiet ©liebem gufamniengefclt, fo nennt 
mcat pe fortlaufenb unb cS milffen fid^ irgenb |toei ©lieber 
bes einen SSerl^ältniffeS ju einanber tjerl^alten, tt)ie bie l^omologen 
©lieber beS anberen. 

Sftegel: ©ollen mel^rerg Proportionen in eine f ortlauf enbe 
toertoanbelt toerben, fo fud^e man erfl baS Uerl^fillni^ wn m ju 
ben übrigen b, c, d u. f. öj. 3lad|bem man bie SSerl^ältniffe auf 
gleid^ SSienennung gebrod^t l^at^ ift eS leidet, bie fortlaufenbe ^!ßxo^ 
{portion au bilben* 6S fei 

a: b ^ m:n, 
b : c ^ p : q, 



c : d 



fo iji loeiter 



npr, 



itnb 



a : 6 == m :n =s mpr 

a: c ^ mp :nq = mpr : nqr, 

a :d ^ mpr : nqs ^ mpr : nqs, 

nxb: 0:d ^ mpr : mpr i nqr z nqs. 



■f 



» a jp^fd^tt 



36) 8e|rfa$: 3« W^^^ fortlaufcnben 5ßtoi}ortion 
toet^ält fid^ eine beliebige algebtaifd^e SSerbinbung 
beg erfien Slntecebenlen mit feinen ßonfequenten ju 
irgenb »elci^en berfelben toie biefelbe algebi:aif<|jc 
SSerbinbung beiS anbeten Slntecebenten mit feinen ©on^ 
fequenten jn ben l^omologen ©onfequenten» 

äiorau^fe^ung: x:y : a:u =^ p : q:r: s. 

SJei^attptnng: I. (x zkz y de a :^ u) : x : y if$:u ^ 
(p±g±rdbÄ):p:g:r:«. 

n. (ax ± &y z^ CS ± du) : x : y : » : u = (ap db 6f 
er ± d«) : p : g : r : 5. 

»ett)ei^: ®emä§ 13) ift 

(ax db by) : y = (ap =4= fcqf) : q, 
nnb (aa? db 6y) : ä = (op ± 6qr) : r. 

^ieroni^ folgt weiter 

(flkB ± 6y ± cä) : Ä = («p =4= 6? db er) : r, 
nnb (aa? db 6y db c») : ti = (ap db fcfl' ± er) : s, 

golglid^ 

(ax db 6jf der c;s db dif ) : tf = (ap db 6g ± er db cb) : « 

u. f, to. 



§♦ 38a. 

(®erabeS unb umgefcl^rteg ^erl^dltni^. ©nfad^e§, sufammcngefebte^, aua= 
bratif<j^e«, cubtfd^ei^ SJerlfidltni^. Kettenregel. ©efeafd^P- unb 

aJiifd^ungSred^nung.) 

1) @rf lärnng: ®ie @rö§en il unb B finb mit ben ©röten 
a nnb 6 gerabe )n:oportionirt, toenn 

A : B = a : b^ 

j^ingegen umgefel^rt proj}ortionirt, toenn 

A: B = b : a. 

S9eifj}iel: ©er Sol^n L eine§ äCrbeiterS toerl^filt fxd^ jn bem 
Sol^n L' eineg anbeten in berfelben S^t nmgefel^tt toie bie Sei« 
ten, tt)eld^e fie auf bie gleici^e Slrbeit uettoenben. 

2) 5Die ©töten A unb B jiel&en mit ben ©tö§en a unb 6 im 
quabtatifd^en SSerl^ältniffe, tüenn fie fid^ ju einanbet öetl^alten 
tt)ie ba^ butd^ 3ttf«»i^^«f^|ung jtoeiet gleid^et SSetl^altniffe a : b 
unb a : fr entftanbene SSetl&ältnit a* : 6*; fetnet im cubifd^en, 
toenn 

il : JB = (a • a • a) : (6 . 6 . 6) = a» : &8. 

41) ®ie. Slufgobe liefett ein Seifpiel jufammengefefetet SSer^ 
^ältttiffe. aBBemi ftatt bcr Mlen 735, 10, 21, .140, 7J, 546, 



§. 3da. fro^tttenen. 4H 



15, 25, 324, 1S2, SJ, 8, 9 bcgilglid^ bie attflcmeinen 3ci($en 
a, b, c, if, e, f, g, h, i, h, l, m, n gefe|t ä)erben, fo ifl 

a g • h * e • n • f ' d 

Sluflöfunfl: 1) S)ie ßätig^ 1>«^ ©anaig ifl bei einem 
glei(i^cn Sluftüanbe t)on Äraft unb 3^* ^^^ 2;iefe untgefel^rt 
proportional. 

2) SHe Sänge be^ ©anate ifl nnter fonfi gleid&en Umftänben 
ber ©reite umgefel^rt proportional, 

3) S)ie Sänge beS Sanate ifi ber änjal^l ber Arbeiter 
birect proportional. 

4) S)ie Sänge be8 ©anate ift ber S)auer ber arbeit birect 
proportional. 

5) 2)ie Sänge be^ ©anaig ift ber täglid^en Slrbeitgjeit 
birect proportional. 

6) S)ie Sänge beg ©anafe ifi bem gleite ber Arbeiter 
birect proportional. 

51) Äettenregel: SHefe ift eine befonbere gorm beg ju^ 
fammengefe|ten SSerl^ältniffeg. SBerben bie gal^len 139, 15, 16, 
28, 27, 139, 140 burd^ bie allgemeinen S^id^en a, 6, c, d, e, 
ff 9 erfe|t, fo fe|e man 

X pr. g. = 139 par. g. 
15 = 16' engl. 
28 = 27'öfterr. 
139 = 140' pr. 

15 • 28 -139 . a? = 139 • 16 • 27 • 140 



139 • 16 . 27 . 140 ^ ^. 

^ ^ 16>28>139 ^'-^^' 
ober b • d • f • X = a • c • e ' g, 

X ^ a • c • e 

g h • d ' f 

59) Siegel für bie SRifd^unggred^nung: 2)ie einzelnen 
Söeflanbtl^eile ber SRifd^ung toerl^alten fid^ jur ©umme ber S3e= 
fianbt^eile »ie bie bejügli^e« Serl^ältnifeaal^len jur ©umme ber* 
felben. 

63) Siegel für bie ©efellfd^aftgred^nung: 2)ie einzelnen 
partes ber a;i^eill&aber eineg ©efd^äjig toerl^alten pd^ ju ber ju 
üertl^eilenben ©umme, toie bie bejüglid^en SSerpltnifeal^Ien jur 
ganjen Summe berfelben. 



4g U. 9af(|mit. 



§♦ 83 b. 

49) Sfi ft eine belicbifle gattje 3^^^^ f*^ ^P J^^^^ ^^ 
gJrobucte n(n + 1) (n + 2) unb «(n + 1) (2n + 1) b^r^ 6 
tl^ellbar. 

^eö?ei3: 5Da unter brei aufeinanber folgenben QaWn n, 
n + 1, n + 2, fietö toenigften^ eine gerabe unb eine buvd^ 3 
tj^eilbaTe gal^l entl^alten ift, fo ift bg^ $Tobuct n{n -f- 1) (« + 2) 
immer burd^ 6 tl^eilbar. 

5Da femer immer eine ber ^o^iUix n, n + i, 2(fi + 2) burd^ 
3 tl^eilbar fein toirb, fo muß, toenn » unb n + 1 fein? SJißt 
fad^e ber ^fiHjl 3 fein foHten, bo(ä^ bie um 3 toerminberte ^^l^'f 
2(n + 2) alfo 2n + 1 e^ fein. (SSergL §. 82. 22.) 

50) ©inb a unb 6 ganje 3<^Wßtt^ fo ift baä ^ifpbuct 
ah{a^ + 62) (^2 _ 52) ftetg bur($ 30 tl^eilbar. 

SSetoeig: ©inb ii unb h ungerabe, fo ift ber in bem 
ättäbrude cntl^altene %(xti\>x{a^-^h^) g erabe, alfo bie ^^l 2 imwr 
ein Factor be^ 5ßrobuct^, S)er übrige %))t\\ be§ Öetoeifeä Be? 
rul^t barauf, ba§ jebe burd^ 3 ni(|t tl^eilbare ^(ä^l unter ber gpxm 
3p db 1 unb jebe burd^ 5 nid^t tl^eilbare ^(üjl unter einer ber 
formen 5p ± 1 unb bp ±2 bargefiettt njerben fann. ©inb 
a unb h t)on ber gorm 3p ± 1, fo ift aüemal a* — 6* burd^ 3 
tl^ellbar- ©inb a unb h oeibe juglei(| löon ber gorm 5p db 1 
ober toon 5p db 2, fo ift a* — 6* burd^ 5 tl^eilbar* 3ji bage= 
gen eine ber §i(ä)lzxi toon ber gorm 5p ± 1, bie anbere 5p db 2, 
fo iji aUemal a* + fc* burd^ 5 ol^ne 3ieft tl^eittar. 

51) SSorbereitung: Serbinbung t)on ©leid^ungcn 
unb Ungleid^ungen burd^ Slbbition, ©ubtraction, 3Jiul^ 
tiplication unb S)it>ifion. 

Se|rfa$: Ungleid^e^ um@Ieid^e^ öermel^rt ober uet^ 
minbert, mit ©leid^em multi))Ucirt ober bitoibirt, gi6t 
Ungleid^e« mit bemfelben Ungleid^l^eitgjeid^en* 

3Soraui5fe|ung: a<:h, 

m = n. 



Se]&au^)tung: L 


a + m < 6 + n, 


n. 


a — m < 6 — n. 


m. 


a • m <! 6 • •*/ 


IV. 


a : m < b : n. 


SBetoci«: ®g fei 


b == a + oj U, f. to. 



Sel^rfa^: ©leid^e^ uxa Ungleid^ei^ »ermtnbert obet 
burd^ Ungleid^eg bii)ibirt, gibt Ungleid^e» mit ent- 
gegengef entern Ungleid^l^eitSjeid^en* 
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^orauSfe|ung: a ^ b, 

m > M. 

S3el^au:|}tttng: 1. a — m < 6 — », 

II. o : wi < 6 : /i. 

Scl^rfa^: Uttglei^c^ 5U Unglci^cm mit bemfelben 
Ungle^^eit^äeiiä^en abbirt ober mit bemfelben multi= 
plicirt, gibt Ungleid^e^ mit bemfeibeH Ungleid^l^eit^- 
jeid^en. 

SSotau^fe^ung: a < 6, 

m < w. 
SJel^auptung: L a + m < 6 + «, 

IL a • I« < 6 • f?. 

Sel^rfa^: Ungteid^e« um Uttgteid^c^ mit bem eut* 
gegengefe|ten Ungl.eid^bcit^jeid^eu öerminbert ober 
burd^ ba^felb« bit)tbirt, gibt Unglei^eg mit bem er^ 
ften Unglei(i^]^eit§jei#en. 

Sorau^fefeung: a < b, 

m>' n. 
Sle^auptiing: I. a — i» <: 6 — n, 

IL a : m < 6 : fi* 
$auptfa|: SDie 6ummc aug bem größten uub 
fleinfteti ©liebe einer geomctrifd^e« Sßroj)ortion i[t 
größer, aU bie ^umme ber beiben anberen ©lieber. 
SBoratt^fe^ung: x : y = n : u, 

unb o; >^ y > « > ü. 
aje|»ajipij»j8,g: a?.+ u >.y if-^» 
Säetoeig: Slug ber ^Proportion folgt 

(oj — §) :.y = (ä -T ,u) : u, 
mt> tpegen y > ti bie Ungleid^ung 

o? — ' y > is — w. 
^bbirt man beiberfett^ y + W/ fo toirb 

a? -h II > y -f- Ä. 

52) ü^e|k'fa$: ©ie mittlere geometrifd^e ^roj)or= 
tionale jtoeier unglcid^en S^^^^^ « i^^b 6 ift fleiner 
aU bie mittlere «rit^metlfd^e ^roportijjnale biefer 
B^^lcn. 



33el^auptung: j/a6 



a-h 6 



2 ' 

(ärfter »etoei^: <£^ ift ftet« < (a — 6)» unb n)enn 
man beiberf^it^ 4ab abbirt 

4aA < (o + 6)*. 

g)it?ibirt m.an burd^ 4 unb jiej^t bie SBurael au^, fo erl^äU man 

Vab < — ^. 

SRott^ieffen, (5omm. au ^etS' Samml. 4 



so IX. SCifc^niü 



3toeitcr S3ett)ci^: 6^ f ei a > i unb a « 6 -f- a?, fo ifl 

offenbar 

6(6 + a?) < ^ — 2 — j , 

26 -f- » 



1/6(6 + oj) 
j/a6 



2 
a + 6 



2 • 

55) S)ie gegebene 5ßropottion gilt für ben gatt, bajs 

ad/ -f- a/d == 6c/ -f- 6^0» 
3a|)lenbeifpiele: 1:2 = 3: 6, 

2:4 = 4:8' 
Slnbere Seifpielc liefert bie ©erl^arb'fd^e 9lei^: 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21^ 34 

2:3 = 4: 6l 
3:&=.6:10f 

56) 5Die ©lieber ber entftel^enben Sleil^ew l^obc» abtt)e(i^fclnbe 
3Sot^eid^en. Drbnet man bie 3leil^en naä) faHenben^ ^otenjen ber 
§aii))tgrö6e a?, f o ift bie ©umme ber Elemente a, b, c . . . . 
glei(ä^ bem ©oefficienten be^ jtoeiten ©liebet, bie Summe aUet 
möglichen 9lmben ber Elemente gleid^ bem Soefftcienten beS brit^^ 
ten ©liebet, bie ©umme aller möglid^en Xernen ber ffilemcnte 
gleid^ bem ©oefficienten be« t)ierten ©liebet u. f. »., enblid^ bag 

|$robuct an^ aUm Elementen a, b^ c gleid^ bem lei^Un 

ober Slbfolutgliebe. 

58) S)er fftame ,;befrettnbete gal^len" ober „e^^^eunbfd^aftö^: 
jal^len" (numeri amicabiles) fott juerft t)on t)an ©d^ooten bem 
3!üngeren gebrandet toorben fein. 33erftt(ä^e, fold^e S^^Un ju fin* 
ben, finb mit öerfd^iebenem glüdlid^en (Srfolge angefiettt tt>arben 
t)on 

1) aJlid^ael ©tifel (fie^e ftlügd, a»at^. SBJörterbui*, »anb I. 
pag. 246). 

2) )oan ©d^ooten in Serben (Sxercltationes mathematicae IIb. 
V. sect. 9). - 

3) ®. SB. Ärafft (Nov. comment. Acad. Petrop. I [1747], II 
[1751]). 

4) S. ®uler (Opuscula yar. argura. vol. IL Berolini 1750), 
ber 61 5ßaare angibt. 

5) 3- ©truue in Sßtona (®ine aritl&metifd^e Äleinigfeit. ©d^ul= 
Programm. 3lltona 1815). 

®ne ber älteften Siegeln^ fold^e 3öi^len^)aare ju finben, tt)eld^e 
anä) 'oon Button in feinem 'Mathem. Dictionary angefül^rt tt>irb, 
ift bie t)on uan ©d^ooten m^ 3)e»cartej^ SBlitt^eilung angegebene : 
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2Ran foH brei ?ßrimja]^lcn toäl^Ien »on ber gortii 3 • 2"* — 1, 
6 . 2° — 1, 18 . 2«" — 1. S)ann ift bie Ie|te ^rimjal^l mit 
2^+^ multii)ttcirt, eine f^eunbf(^aft^al^l, unb bie 6unime iifxex 
aliquoten S^^eile natürlich bie anbete. Slud^ fann bie itpeite ba- 
huxä) gefunben werben, bafe man bie beiben erften ^ßrimjal^len 
mit einanber unb il^r ^robuct mit 2° + * multtplicirt ; alfo 
A = 2»+i (18 • 2«" - 1), 
B = 2«+^ (3 • 2" - 1) (6.2»- 1). 

S)iefe @artefif(^e Siegel gibt für n = 1 ba^ erfte üon ©tifel 
gefunbene greunbf(^aft^paar, nämlid^ 220 unb 284. S)ic S^l^ei- 
ler (aliquoten S^l^eile) ber erften Qa^ finb 1, 2, 4, b, 10^ 11, 
20, 22, 44> 55, 1 10, bereu &umme 284 ou^mad^t ; unb „etumb" 
bie Xl^eiler öon 284 jinb 1, 2, 4, 71, 142, bereu ©umme 220 
beträgt. 

^r n = 2, h)erben teine ^reunbf<j^aft2jal^(en erl^alteu, toei( 
18 . 2* - 1 = 287 feine ^ßrimjall^l ift. 

%ixt « = 3 erl^t mau ba^ erfie S5eif^)iel üon iyan ©d^oten, 
uämliii^ 18416 unb 17296. 

« = 4 unb n = 5 liefern toieber feine ^ßrimjal^len, l^ingegen 
w = 6 gibt ba« britte ^oor 9437066 unb 9363584. 

^r » = 7 bid » = 17 incl. erl^ält man feine greuub- 
fd^a^^paare unb aud^ nad^ ben Stegein ber ^al^rfd^einlid^feit 
uid^t, toenn für n größere ^a^jlm gcfe|t »erben. . 

S)ie 9tid^tigfeit ber Siegel ergibt ftd^ au^ bem $uubamental= 
gefe|e, toonaä) bie 3lnja|l ber 3;i^eiler einer 3o^l unb bie 
Qumme btefer Xl^eiler gefunben tt)irb. ©inb nämli(^ a, 
b, c .... bie 5primfactoren einer Qa^ iV = a" • fcp • c^ . . . . , fo 
toirb offenbar bie ^njal^l il^rer il^eiler incl. ber ©nl^eit burd^ 
ba^ 5ßrobuct 

(1 -h a -h a^ -h . . . o'») (1 -h 6 H- 6« H- ... 4. 5?) 

(1 -h c -h c* -h . . . -h c^) . . . 

au^gebrüdft, inbem bie Slnjal^l ber ©lieber biefe^ 5ßrobucte^ ju- 
glei^ bie SÄujal^l atter möglichen Sl^eiler ber ^a^ ift. 3Ran ^at 
alfo burd^ Slufjäl^luug ber eiujelnen $rogreffiou^glieber (« ■+■ 1) 
(p -I- 1) (g -h 1) . . . ate gefu(^te SKujal^l ber gactoren üon iV. 
^e ©umme aller gactoren ober ba^ ^ßrobuct felbft n?irb 
uad^ ©unimiruug ber einzelnen klammern mit SKntoenbung üon 
§. 25. 33) «) 

a^ + i — 1 fcp + i — 1 c^ + i — 1 



• « . . 



a_l ft—i c— 1 

ober, toznn n = p = q = = 1 ift/ 

(an- 1) (6 -h 1) (c-h 1) .... 

^iemad^ toerben alle 5C^eiler be^ äu^brudteä 2"-*-^ (18 . 2^" — 1) 
bie Qummt 



4* 
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18-2»° ^'',?"*"! ^ = 18 (2»"+*- 2«-) 

geten. ®a aber bie 3al^l felbft öfe a:i^iler itid^t utögfil^ft, fo ift 
fie ttrfeber »on fcem etlaltenen äu^bntdfc p fubtriil^ireii, nmiad^ 
bie ©ümme ber X^itec gtei^ toteb: 

(18 ..2«" + « — 18 . 2^«) — <18 .2»»-»-* — 2«+^) 
=: 18(2*»-*-^ — 2^») +• 2**-*-^ 
3)ic anbete gal^l toürbe aber gefunben »erben gtei^ 

2«n-i (3 . 2» — 1) (6 . 2» - 1) « 18(2»» + i — 2»") -4- 2» + ^ 
in Uebereinftiwmung mit bem Zotigen* 

®a e« bei Mefen Aufgaben ber unbcftimmten anal^tif (§. 77) 
am ®nbe immer tt«r 4mf aSerf«4^e anfommt, fo fd^reibt ^rH\)e 
mit "SMSfi an bie ©pi|e feiner f leinen ©li^rift: ,,9Je^ennbete finb 
feiten, nnter S^f)Un tpie unter ben SKenft^en/' 

@ine üertoanbte Stnfgabe ift bie äbtffud^g ber fogenonnten 
,,t)ollfommenen Sal^len" (numeri perfeoti), b. i. fold^ 3^^len, 
tt>el^ felbft gleid^ bet ©umme i$rer 2;i^etlec finb, j. SJ. 6 = 
1 -h 2 H- 3. 

59) S)le Siegel ift bereit« oben .in §. 28 Bufoft IL angege^ 
ben. @§ fott biefelbe l^i^r nad^trägli^ betoiefen Werben. 

@ei a bie 3ai^l ber ©iner, b bie ber S^^^^r ^ ^^^^ ^^ ipunberte 
u. f. »., fo ift bie ganje ^^ » gleid^ ber Summe 

o + 1» . 10 -4- c . 10« -h d . 10» -h 

SRnn läfet 1 bei ber ®it>ifion bur<j^ 7 ben JReft 1, 

;/ // // *^/ 

9 

ff ff ff **/ 

f, ff ff — ^/ u. f. h). 



10 „ „ 


Pf 


Pf 


10*,, „ 


ff 


Pf 


10»,, „ 


ff 


ff 


9(afl«tnein im 







10«" ben 9ieft + 1, 
• 101+«" „ + 3, 

10*+»» „ + 2, 

10»+«» „ — 1, 

10*+«» „ - 3, 

10»+«" „ — 2, 
fo(gIid^ (ä^t bie ^a^^t » benfelben 9{eft, tveld^en bie 9{ei^e 

a 4-^ + 2c — d — 3e — 2/" + flf + 

bei ber S^l^eilung burc& 7 übrig Wfet. gft atfo bie algebtaifci^e 
©umtne biefer ^robucte burci^ 7 o^ne 5teft tl^eilbär, fo i^ e^ 
aud^ bie gegebene Qc^U- 
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Priffcr '3^0f(§mtt. 



A. Potenzen mit ganzen (Srfionenten. 

1) Sel^rfa^: ©tatt jtoei ^Potenjen t>on glcid^cn Sa^ 
fett mit einanber ju wultipliciren, lann man anä) bie 
®;ponenten ju einattber abbiten. 

BetoeU: a"" == a -a * a a, 

(m) 

Ä** = rt • a • a n. 

(n) 

$Blultipticirt man beibc ©leid^ungen mit SKumenbuttg bon §. 15, 
fo ctl^ält man 

a'n * a"" =^ a * a ' a a = a™+'*. 

(m+n) 

2) l^cl^rfo$: Statt eine gal^l mit einer 6umme ju 
potenjiren, lann man bie 3^^! ^i^ jebem einjelnen 
6ummanben potenjiren unb bann biefe ^otenjen 
multipliciren. (Umlel^rung üon 1.) 

a"": a"" = a™-° ober 1 : a''^'\ j[e nad^bem m ^ w. 

1) Seitfo^: Statt jtoei ^otenjen üon gteid^en 85a:: 
f^n bur(i^ einanber ju bit)ibiren/ lann man biegö^itttit 
ber S)ifferenj ber beiben ©fponenten poten^iren. 

Setoei^: @§ ift a"» = a • a • €t . a, 

(m) 

a^ =^ a • a ' a a, 

(n) 

5Der Quotient beiber ©leid^ungen ift 

a"^ : a"" = a • a ' a a = a°-"^ 

fni— u) 

ober « 1 : /ö • a • a « .\= i : a"^-^. 
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^: 






2) 8c^rfü$: ®iati eine 3a^l mit einer SJiffereng ju 
potenjiren, lann man aud^ bie 3^^^ ^^t iebem ®liebc 
ber ^ifferena ^)ctenjiren unb barauf bie ^otetijen 
bit}ibirett. (Utnfel^ruttg üon 1.) 

16) S)ic SeM% Pub bereite oben (§. 25. 14) angefül^rt. 



a™ . 6»" = (a6)'". 

1) ü^el^tfa^: ©tatt jtDei^potenjen toon gleid^en ©ypo- 
nenten mit einanber ju multipliciren, fann man ba^ 
^robuct ber SSafen jur gemeinfd^afttid^en ^otenj er^ 
lieben. 

SSctpeiö: a^"" = a ' a • a a, 

6"> = 6 • 6 . 6 6. 

aRulti))Ucirt man biefe beiben @lei(^Mngen, fo erl^ält man- 
a"» . 6«" = (a • 6) • (a • 6) • (a . 6) (a . 6) = (a • 6)". 

2) Sel^tfo^: ©tatt ein ^robuct mit einer Safil ju 
potenjiren, fann man jeben einzelnen g^actor mit bet 
3a]^l potenjiren. (Umfe|rnng t)on 1.) 

I. «*" : 6"^ = (a : bf. 
IL 1 : 6^ = (1 : fc)^ 

1) Sel^tfa^: Statt ^ßotenjen öon gleid^en ©fponen- 
ten burd^ einanber jn biüibiren, fann man and^ bie 
33afen bnrd^einanber biüibiren. (gormel L) 

93ett)ei3: a"^ =^ a* a • a a, 

(m) 

b"" = b 'b • b 6. 

(in) 

S)it)ibirt man beibe ©leid^nngen, fo erl^ält man nad^ §. 24* II. 
a 



a • a • a , , , , a a 

m • l»m — — 


a a 

• — • — 

6 b 


a 


b • b • b .... 6 b 


(m) 






2) 8e^fo$: Statt einen ünotienten mit einer 3ä'&I 
ju potettjiren,*fann man and& 35it)ibenb unb S)it)ifor 
potenjiren. (Umfel^rung t>on formet I.) 



1.; 



§. 36—39, ^otett|en mit gattjen ©jponentcn. 55 

3) Sellifa^: S)er reciprofe SBcrtl^ ber ^ßotcttj einer 
3^1^! tfl glei(^ berfelben 5ßotenj be§ reciprolen SBertl^e^ 
bcr B^'&l- (Sormel n.) 

SJetoeiS: SKultipticirt man "beiberfeit^ mit b"", alfo 

1 : fc'^ . 6^ = (1 : by , b% 
fo erl^ält man 

1 = (1 : 6 . 6)- = 1 naci^ §. 17. 1. unb §. 36- 

4) Sel^tfa^: S)ie spotenj beg rcciprofen SEßertl^eö 
einer 3^^f Üt fll^i^ä^ bem rcciprofen SBertl&e berfelben 
^otenj ber S^\t (Umf el^rung ' t)on ^^ormel II.) 

1) i^ei^rfo^: Statt eine $otenj mit einer S^^^ i^ 
potenjiren, fann man ben (gfponenten mit ber 3<i|t 
muItipUciren. 

aSeHu^tung: (a*)y = a^y. 

SJetoei^: (a*)y =^ a^' a""* a"" a^ 

(y) 

Sel^rfo^: Statt eine 3^^^^ mit einem §ßrobncte ju 
potenjiren, tann man bieä^l&l mit ben einzelnen gac= 
loren naci^einanber potenjiren in beliebiger Sleil^en^ 
folge. (Umfel^mng t)on 1.) 

S3e^^auptnng: a^y = (a*)>' = (ay)\ 

ajetoei^: a^y = ay% 



a^. 


a^ 


• a* . . . 

(a-)y 


(y) 


j ,, ^ 


ay 


• ay • «y . 

(ay)\ 


. . . ay, 



intens ttiU htt fS^fi» h ttiU ^etti ^p^ntnitn 0, htt Sufld 0^ 
ttiit m^^iiiHm etp0ntnitn unh mit nt^aii^Ht 9^<ifl^* 

I. 1»» = 1. IL a« = 1. III. 0- = 0. IV. 0« ift nnbefttmmt. 

l^el^rfa^: 3ebe ^otenj mit ber Safis 1 nnb mit 
enblid&em ©pponenten ift gleid^ 1. 

3iif^l- 3ft ni = oc, fo fann 1™ ein unbeftimmter 2lng= 
bmdC fein. * S)ann fe|t man 1 = ap-p = a^ fo mirb 1"* = 
(aO) ^ = a^ • *» , tt?el<i^er Sln^bmd einen t)on 1 ^erf ^iebenen SBert)^ 
annimmt, »enn • oo enblid^ ift. 

Sel^rfü^: 3ebe ^otenj mit bem ®fponenten nnb 
mit enbhd^er 8afi§ ift gteid^ 1. 

SBeioei« tt?ie im toorl^ergel^enben 3^f^l- 
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Süfa|: 3ft a = 0, fo nittttttt btc ^otenj bcn unBeflimtntctt 
2lugbru(f 0« an. 3. ©. (W'^y bc^lt offen&ar für attc SBcrtl^c 
t)Ott tt uttb a? bcn SBcrll^ a^ ^ift a <: 1 urtb a; = 0, fo tüitb 
an biefcr ^tänje 

. a^/x = unb 0^ = tt^ 

Sel^tfo^: 3ebe gSotcna mitbcr 83afi^Ouub eiiblici^ctti 
©fponctiten ift glcid^ Slull. 

3^f<i|*- gür a = finbet bic tm tjorigeti Sel^rföl cmäl^nte 
Kuönal^Tne Statt. 

Selftrfa^: 3ebe ^^otenj mit ncgatitjem efponentctt 
ift bem rcciprofen SBertl^e bcrfclbcn 5ßotettj mit pofi= 
tit)cm ©fponentcn, ober bem reciproleti SBertl^e bcr 
Safis, potetijirt mit pofititjcm ©yponenteti, glcid^. 

SBel^auHung: a-* = 1 : a'' = (1 : a)\ 

Setoei^: ©!§ ift a-* = a*^-'^ = a"" : a"" mä) §. 35, 

alfo a-'^ = 1 : a^ = (1 : a)'^ nad^ §. 37. II. 



fßütlHIitUlig eiltet Zumute o^et einet ^iffeten). 

S)ie folgcnbe Siafel, ml^t bie ©ntwidttung bcr ©oefftcientett 
ber $ßotcnjctt üon « unb 6 bei ber ^otcn^irung bc^ Slnomä 
a =h 6 barftettt, l^cifet na(ä^ feinem (grfinber ^a^cal (1623—1662) 
bag aritfimetifd^e ober ^aöcaTfd^e 3)reie(I. Serfd^iebene 
@igenf(^aften beSfelben finb burd^ S^^^^ angebeutet. S)ie öoran= 
fte^enbe S^^^jiitnxd^e bejcit^net bie Opponenten be§ 35inom§. 

ö. 1 

I. 1 1 

II. 1 2 1 

III. 13 3 1 

IV. 1« + 4« 4- 6* 4- 4« 4- 1 = 7Ö 
V. 1 5 10 10 5 1 



VI. 16 15 20 16 (3 1 

VII. i "T" 21 "lö^^^H 21^ 7 1 



Vlil. 



i* 



1 db 8-1- 28 db 66 4- 70 4r 56 4- 28 ± 8 4- 1 =^ {q 
IX. 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 
X. 1 10 45 120 210 iö2 210 löO 45 10 1 



§. 40—41. Söittjettt. 67 

3) ^it 5ßotetti=6fpottenten wn a fallett, bic üoit 6 fieigett. 

(a -h 6)" = a" -h fWia«» - * 6 + wig a" - - 6^ ^- ,„,^ «n - 3 js ^. _ 

4) Sel^rfa^: 3)er rtc unb (r -f- l)te ßoefficient ber wlen 
^otenj eine^ SinotnS bctragcit jufamtnen ben (r+l)tcn 
©oefficienlen ber näti^ftfolgenbett (n ■+■ l)ten ^otenj; 
8. 95.: 

15 -h 20 = 35. 

Se^rffl^*. 'SämmtUd^c rte Eoefficienten aller üorl^er= 
gel^enben ^otenjen betragen jufammen ben (r -f- l)ten 
ßoefficienten ber näd^ftfolgenben ^otenj. 3- ®- 

1 4- 3 4- 6 -f- 10 -4- 15 = 35. 

?c^|rfd$: S^ie Summe ber Duabrate ber 6oeffi= 
cienten ber «ten ^otcnj ift gleid^ bem mittleren föoeffi^ 
cienten ber 2wten 5potenj. 3- ^•• 

12 + 42 ^ 6« -h 4» -f- 1^ = 70. 

l^rHo^^ ©d&reibt man bi« S3inomial:^6oefficienten 
ber wten ^ßotenj unter ebenfo toiele beliebige aufein= 
anber folgenbe ©oefficienten ber wten Drbnung unb 
multiplicirt paartoeife, fo ift bie ©umme biefer 5ßro = 
bucte mit abtoed^felnben fßotiti^tn gleid^ 9lull. 3*^** 

1 4 10 20 35 56 
14 6 4 1 



^^ 



4 - 40 4- 120 - 140 -f- 56 = 0. 



B. )l9ttr}eln. 

Definition: Unter ber a-ten SBurjel einer S^^^ « ijerflel^t 
man biejenige ©röge, meld&e pr xten ^ßotenj erl^oben, bie 3a]^l 
a ergibt, (gormel U.) 

Sc^rfö^: Sebe 3al^l ift gleid^ ber. xten SBurjel ber 
arten 5ßotenj berfelben Sai)l (gormel L) 

SetDeiS: ^ten|itt man belberfeitd mit x, fo erl^ält man 
mit älnmenbmtg t)9n IL bie ibentifd^ ®leid^ung 



36 in. »Hlnitt 

1) (gl fei m^ ^ p (^M^)/ 

fo ifi I» = Fp (®ttrjd)/ 

tttib X =^ logp (fiogantl^imid), 

p =z m^ (nnmerus logarithmi). 

S)te ^otenjen imterfd^ben fid^ x>on beit Sttmmen ititb ^ro- 
bttcten mefentlid^ baburd^, bag bie SafiS ititb ber (^onetit ftd^ 
md^t üertaufd^ laffen. S)a^er {d^ ftd^ ber @ß)onent einer 
^otettj au^ ber ^oteiij unb SaftS nid^t auf biefel&e 9xt finben, 
koie bie 9aft$ aitS ber ^otenj unb bem (^onenten. 3)arutn l^at 
bie ^otenjred^ung aud^ jtoei umgelel^e äted^mtngen, bie SEßurjel- 
unb Sogarit^menre(|nung^ mä^renb bie 9bbition imb bie 
SRuItipIication jebe nur eine untgrfel^rte 9ted^nung f)at S)er 
numerus logarithmi fu^rt Dom Sogartt^uS }ur $oten} |urädF. 



§♦42. 

X x_ x_ 

}/ab = ya • Yb. 

1) Se^tfa^: ©tatt bie xte äBnrjel aus einem $ro= 
buct }tt )ie|en, lann man bie einzelnen ^actoren xa- 
biciren. 

Setoeid: ^otenjirt man beiberfeit^ mit x, olfo 

(»/^) = (^^ . Vb)\ 
fo erl^U man 

ab = a • 6 nad^ §. 41 U. 

2) Selftrfo^: @tatt ffiurjeln mit gleid^en 3Burjel= 
@;ponenten ju multipliciren^ tann man bie Stabican- 
ben mu(ti))Iiciren. (Umtel^ng t)on L) 



1.43. 



n 



I. l/a : 6 = K« : Kfr • IL F^l : « = 1 : Va. 

1) Se|rfiit|: S)ie nte SSnrjel aus bem Quotienten 
jtoeier Qafflen ift gleid^ bem Quotienten ber ittenäBur- 
jeln ber Sa\)Un. (gormel L) 



Setoei^: (Strebt man beiberfeitö }ur nten ^otetij; fo erhält 
man mit Slntocnbimg "oon §• 37 I. bic tbentifd^c ©Ici^ung 

a : b === a : b. 

2) Sel^rfo^: S)cr Ouotlent bcr «ten SSBurjcln jtocicr 
3a]^len i^ gleid^ ber nten äBurjel auS ben Quotienten 
ber beiben QalfUn. (Umte\)tm% üon L) 

3) Selftrfa^: Sie nte SBurgel au« bem reciprofen 
aCBertl^e einer S<^^^ iP 9lci<ä& bem rcciprofen SBertl^e 
ber nten SBurjel au^ ber S^^^* (^ormel IL) 

35etoeii8 tt)ie in 1). 

^ifftidi^: S)er reciprole äßertl^ ber nten SBurjel einer 
3a]^l ift iUiä) ber nten SQiurjel au« bem reciproten 
SBertl^e ber B^^l- (Umfel^rung üon IL) 



§. 44. 

xn X :m 

m 



IL y';^ = a>- = y'ä. 



1) Sel^tfa^: S)ie a^teSBurjel au« einer $ßDtenj bleibt 
ungeänbert, toenn man ben SBurjcI^ unb ben ^otenjs 
@y:ponettten mit berfelben S<^V^ multiplicirt ober 
biioibirt. (gormel L) 

©etoeiS: ^otenjirt man beiberfeitd mit xn, fo erl^ält man 



XU 



j/ay) = ay" nad^ §. 4L IL 

unb liVa^j J = (ayy = a>" naä) §. 41. II unb §. 38. 

S)en jtoeiten 2;i^ell be« ©a^e« betoeft man leidet burd^ an- 
toenbung beö erften, inbem man ben SBurjet unb ^otenj-Sfpo^: 
nenten mit m multi)}Iicirt. 

19) itfft\a^: @tatt bie xte SBurjel aus einer ^otenj 
ju jiel^en, fann man ben SBurgel^gyponenten in ben 
^otenj^^gf ponenten ober ben 5ßoten}=@f ponenten in ben 
SBurjetßfponenten biüibiren. (gormel IL) 

Seioei«: 5ßotenjirt man beiberfeit« mit x, alfo 



(v^y = 



(a^ ■■-)-; '■ 



So er^dlt man 

ffl' = n» na$ §. 41 U unb §. 38. 
S)en jioeiten S^eil beS ©ofee«, nämli(i& 

lann man boburc^ fielBeifen, bafe man beibetfeitä mit * : y potcrtp 



jirt, alfo 
hieraus folgt 



a = a na(5 §. 38 unb §. 41 H. 
I.«. 

v^ - [V'Y- 

1) Stfeifa^: ®tatt bte xte Sßnr^el aus einer ^otenj 
ju jie^en, fa«n man au(i& erft bie a-te SBuEjel au« ber 
8afiä jie^en. 

aSeicei«: ^oteujtrt man beiberfeits mit x, alfo 

fo er^ man 

a' = (^o) = n^na^ §. 41. II. unb §. 38. 

2) 8tMn*: Statt bie ite ffiutjel einet 3a(il a« Po= 
tentiren, lann man anii^ erß bi£3<i^^ foteujiten. (Um^ 
lel^rung bon 1.) 

f. M. 

]/|/ä « p; = vpä. 

1) Stiilfilft: Statt bie «te SBurjel aus ber »ten fflur^ 
jel einer 3a^l jn jie^en, fann mon bie 3ßttrjel=6jpo= 
nexten mittinattbei muItipUciten. 

85el&aui»tunfl: fYa = ^a. 

JBetDeiS: ^oteujitt man betberfeitä mit m», alfo 



(f (/.)■■-(?;)" 



§, 45-47, aö«n«l«. 61 



f o erplt man 

a =^ a m^ §. 38 unb §. 41 ü. 

2) SeMtt$: ©tatt ciitc ßaJjiI burd^ ein ^robuct mn 
ä« rabiciren, fann man bie 3^^! burd^ bie einzelnen 
f^actoren Tabicirm in bcltebtgeT 9lfi^etifoIge. (Um^ 
te^xunq t)on 1). 

9ß0Umtn nn^ fSnntin mit $tht0i^ntn ^p0nmk€n* 

1) Sel^rfa^: Sine ^ßotcnj mit gebrod&enem ©yponcn:^ 
ten entfielet, tpcnn eine 5ßotenj rabicirt tpirb, toobei 
ber 9tabicanb:j@yponent fein gactor be^ 5ßotenj=®?p05 
nenten ift. 

2) Sel^rfo^: @ine Sßurjel mit gebro<i^enem ©fponen- 
ten entfielet, tpenn eine SBurgcl potengirt »irb, tpobei 
ber ^otengsgyponent fein gactor beS Sftabicanb-ßypo:: 
nenteu ift. 

3) l^e]^tfa|: @ine ^oteng mit gebrochenem ^icpontn-^ 
ten ift glei^ einer SBur^elpotenj, beren ^ßotenjsßppo:: 
nent gleid^ bem S^^^^^ ^^'^ beren SBurjels€f^onent 
gleid^ bem SRenner beö S3rud&eg ift. 

4) Sei^rfa^: ©ine ^otenj ober aSnrjet mit gebtod^e^^ 
nem negatit>en SF|)onenten ift glei<i^ bem reciprofen 
SBertl^e berfelben mit pofitit)em Sp^onenten. 

5) Sfl^ftt^: 3)ie für fJotenjeÄ unb «Bnraeln mit 
ganjen 5ßotenj' aber SSurjeUSyponenteii betoiefenen 
@ä|e gelten fämmtlid^ für ^otenjen unb äBurjeln mit 
gebro(|eneQ S^ponenten. 

^er Säetoei^ biefer @ä|e bcjbd^t Jiarin, bag man ben gebrochenen 
^otenjen bie SBuyjetfprm gibt;, barauf bie gormein ber SBurgel= 
red^nung antoenbet unb Die nmen 5BurjeIau«briil()fe auf bie $o- 
tenjform bringt. 

m n n n n m m 



m m 111 



IL (a : 6)" = a" : 6". 

m p in p 

III. a" • a •• = u"^\ 

m p in p / P^w\ 

IV. <i» : a^ == o^""^ ==^ 1 : (o^ ''). 



\ \a''Y= a 



inp 
nq 



tö m. S(&f($nitt. 



§. 48« 

I. j/ö» = ± o; )/o* — 2afc + 6» = Vb* — 2ba + a» 
(a - ft). 

'^^ . ^ ) tpenn « etne ganje Qa\)l bebeutet. 

2n- ■ * 
111. 



fn+1 1 j 

I. (/-a"= - a^-^ + M 



8u 



IV. y — a s=s iimnftglid^ ober imaginär. 

8eMö^- ®*^^ gerabe SBurjel einer pofititjen Sal^I 
f)at minbefteng jtt?ei angebbare SBertbe t)on entg.egen' 
gefeiten Sßorgeid^en unb gleid^er abfoluter ©röfee. 
(gormel I unb II.) 

Sei^rfa^: J3ebe ungerab^ SBBurjet einer negativen 
^a^ i)at nur eine linb jmar negatitje angebbaxe 
(reelle) SBurael. (gormel III.) 

l^e^rfft^: Sebe gerabe SBurjel einer negatit^eu ^al^l 
ift unmögtid^ (imaginär), ba »eber im pofititjen nod^ 
im negatit?en 3ö<)tengebiete fid^ fol^eB^^l^u animiert 
Uff en^ bece». g,«rabe .^otcna negativ wäre. 



ifttäfnun^ mit ima^inittn tttdften« 

I. (J/^)' = - fl. II. V'-^a = Vä . |/^ 

V. l/^a:Vb = Va:b^y^. VI. Kä:K^= j/^-jZ-li 
SSorbemerfung: ®ie (Sinl^eit ber imaginären ©röjsen ift 



(/— 1 unb »irb anä) mit • bejeid^net. 

Setpeife für bie obigen ^Jormeln: 

ad I. 2)ie 3tid^tigfeit ber 5<>nnel folgt einf ad^* au« benl' Se= 
griffe ber ffiurjet ober au^ §.41. 11. 

ad U. e« ift y-^a = j/ä~T- i) = J^a • j/^. na(^ §. 42. 



§. 48-49. ffimjefat. tö 



ad IV. J/^ : J/^ = {Vq . ]/^) : {]/h. ^^l) = J^^ 

ad V. Y^a : j/ft = j/ö . f/^ : ^l = J''^ • j/^. • 

ad VI. J/^ : 1/^ = V'ätC^'fc . V^\) = - |/i>^^l)* : 
(^6 . ^~i) = _ }/^ . j/£t. 

@rflärung: ^ie auiS reeffeit (pofitiioen unb negativen) 
3al^Ien }ufantntengefe|ten jtveigtiebtigen 9lui$brä<ie l^gen cont^ 
plefc ober loterale*) ®t6|en. 

2)a^ ftnnRd^ äBal^mel^ntbare unterfd^eibet ftd^ naif "^vSfoXt 
unb gorm. . SHc äufeeren formen ber ©nblid^felt finb bie ^txi, 
bie 3ol&l, ber Siaum. S)ic 3^W M ^iii^ ä)imenfton, bie 3<»^l 
jtpei, ber Slaittn brei. 

S)entnad^ l^at bad 3al^Iengebiet jmei ^auptrid^tungen ober Soorbi^ 
nattnMizxi, bie reelle unb bie imaginäre. Um bie ©nl^eit ber 
imaginären ^a^txi }u erl^alten; benfe man ftd^ iwa'aäß, burd^ 
©re^ung ber reeHen Stje um ben SRuttpunct (5ßoI) bie (+1) in 
bie (—1) gebrad^t, fo toirb bur(^ eine abermalige glei(^ grofee 
5)rel^ung in berfelben 9ii(^tung bie (+ 1) in bie urfprilngli(|e 
Sage jurücRel&ren. ©ei ber S)rc]^ungöfactor gleid^ F, fo ift 

¥ X (-h 1) = - 1. 
F X (- 1) = -h 1, 

folglid^ P= +1, 

@ei fernher /" ber 2)rel^unfldfactor für einen Ouabranten, fo ift 

f X .(+ 1) = t. 
f X (i) ^ -1. 

$iemad^ nimmt nun ba« ä^'^'^^fl^Mct folgenbe ^rm an: 



'*'> ^iefe 3a|^(en finb oon ^auc^tj „comp(e£e^ t|on @a«( (®5tt. geleierte 
äCnj. 1831) ^laterale", pon ^JWourep „nombrea directiVes" (Äid^lunö^gaMen) 
genannt. @in furjgcfalteö !Weferat ä5er bie Siteratut bec geometrifc^en t)ett- 
tung bet imaginären Salden gibt Äietfe, „^ie We^nnng mit 3fltd^tung«§a^ren." 
(Stuttgart (1856) Stnl^ang. 



ni. mi^xü. 



n. 



(-S + 4|/-l) 



— OD..— 5 — ^ 



-;& ^JJ ^ 1 



(-3-4|/ri) 



III. 



^.-.5|/-1 . 



--4|/-1 . 



+T21/ 1 • 







tV- 



-..2J/-1 . 



--.3J/-1 . 

,-4]/-l . 



_.-5j/-i . 



I. 




(+3-h4|/-l) 



(+2+I/-1) 



+ 1 1^2 



+ 



+i 



(+3-4^-1) 



IV. 



+5 



-äJlatt etfenttt leidet in bfefer Staotbnmig, bajs feie lateralen 
3a]^len bic üier Dnabranteu ber ^aj^lweöene erfüHen. gerner 
lend^tet ein, bafe geniäjs ber Sebenlnng beg S)rel^ung§factor^ ^0= 
tenjirnng ber com^)le^en unb reetten Sdf)lm gleid^bebeutenb ift 
mit 5)re]^ung i^re^ rad. Tect. um ben Kuttpunct. 3- Ä. iit 
(-.jZ-li)« = - 1. mn ifi bie ^al^l - V-1 um brei üua^ 
branten toon ,bcr ^je bier ^sofiti^cn reeHen 3^^^^^^ entfwi^^ \)fx 
sDuabrot aber um fed^§ Duabranten; i^r 6ubu^ (— j/— l/ = 
+V^— 1 um neun üuabranten. 5)ag Ouabrat ber comvieyen 

3a^t (+2H-f^~l) nämU#(-h2-hJ^-i)' =3-h4 ^^-l liegt 
in einem rad. vect., ineld^er ben boppelten SBinfelabftanb üon ber 
Stye ber pofitit>en reeHen Qdf)lm W. S)a^felbe folgt an^ .bet 
aRoiüre^fd^en gormel: 



§. 49—50. ä8ut)elti. 66 



I r{cos (p + 9in (f ' J^— l) | == r* cot 2(f -h r* 8in2(p • K"*"l/ 

aUgcmcln 

(r GOf y -f- r ^n 9 |/^— 1 )** = r" cof n <jp -H r" f t« n y • ]^^— 1 *) 

3n bem üorertoäl^nten ^eifpiele fei 2 = r cof y, 1 = r m 9), « 
fo ift offenbar 

r* =^ r*(co* €p* -h m qp*) = 5. 
?lun ift ber reeffe -2;i^eil be« Cluabrat^, n&mliäf 

r« CO* 2^ = r\2 co* 9)« — 1) = 8 — 5 = 3, 
ber imaginäre 3;$eU 

r* m 2 9 J/— 1 = 2 r ' sin q> cosjp j/— 1 = 

2.2.J^-1 =4J^-1, 

mitl^in ba^ Qnabrat -4- 3 h- 4 jZ—l. (gnWid^ ifi bec rad. vect. 

ber complcyen 3^^! (+2-hJ^— l) gleid^ j/5, ber feine« Oua^ 
brate« gleid^ b, nne ba« 6d^enia ebenfalls jeigt. 

C. iVurjeln am ^meinen ^al)lnt unb alQrbraifd^en jSummm. 



L \/a^zt:2ab+b^ == a±6, 
IL l^a* zkzk = a zfc: ^r-, toenn * gegen a fel^r Hein ift. 

1) 8e^rfa$* S)a« üuabrat einer wjifferigen 3a^( 

l^at enttoeber 2n ober 2«— 1 Siff^^«- 

»etoei«: ©ei JV eine njifferige ßa% fo ifi 

lOn-i ^ iv <c 10«, 

«Rnn ift 10«"-« bie Heinfte 2« - 1 jiff erige, 10«" bie Keinfte 
2w-i-lgifferige Qa% folglid^ fann N» nur 2n— 1 ober 2n gifferig 
fein. 

2) SeHttä: S)ie britte ^otenj einer ngifferigen 
Saf)l l&at mtnbefien« 3ji-2, ^ö duften« 3n giffern. 

3) Se|rfa$: S)ie gn^eite Sßnrgel einer 2ngifferigen 
Sa^l ^dt n S^f^txn, bie einer 2nH-lgiff erigen ßa^l 
«-I-1 Siffern. 

7) Siegel: Qebe Sa:f)l, au« toeld^er bie Ouabrattourgel ge* 
gogen »erben foff, tt?irb t)on ber Siedeten gur ßinfen in gtoeigifferige 
klaffen abgetbeilt. Sei S>ectmalbrü(i^en gefd^iel^t bie« 'oom Aomma 
au« nad^ ret^t« unb lint«. 



*) Wlan vergUid^e i&eid' Xrigonometrie VIII. 101 unb flg. 

äffatt Steffen, (Somm. }u ^id' eaniml. 



66 m. abfd^tt. 



8) S>o8 Slu«aie^en ber SBur^el gcfd^ie^t m(Sf betr gorwel 

(a + b-hc + d+ )« = a* 

+ 2ab + b* 

+ 2(a + 6) c + c* 

+ 2{a + b + c) d + d* 



»eifpicl: 4321 =4000+300 + 20+1 = a + 6 + c-t-d. 

a» = 16000000 

2ab = 2400000 

b* = 9O0OO 

2(a + 6) c = 172000 

0« = 400 

2(a + 6 + c) d = 8640 

d*= 1 



(a + fc + c + «0« = 18671041 

Umf el^ng in bie Quobrattourjel ; 

Kl8 I 67 I 10 1 41 = 4321 



4« = 16 



2 . 4 = 8 : 26 
8 • 3 = 24 



27 
3« = 9 



43 = 86 : 181 
86 . 2 = 172 



90 

2* = -4 



2 . 432 = 864 : 864 
864-1 = 864 



1 
1«= 1 



Anleitung: 3Ratt orbne bie einjelnen älttöbtüde tuu!^ $o: 
tertjcn ber ^auptgröBen u«b berfal^re eben fo »ie bei gemeinen 



§. 51-62. SBttrgeln. 67 



n. Ya^ ± * == a ± ö-^/ »etttt fc gegen a fel^r Kein ift. 

4) Stegel: 3ebe S«!^!/ <tuS ivel^et bie Jhtl&tttoutjel 9e)ogen 
toetben foU, toirb bon red^tö na^ litils in btrijifferige Jtla^en 
abgetl^eilt. 

5) ^a» äCuäjiel^n bec JtulbiltDut^I gef^id^t na$ ber ^omtel 

(a + 6 + c + d +....)' = ö' 

+ 3a*b + 3o6« + 6* 

+ 3(o + 6)»c + 3(a + 6) c« + c» 

+ 3(a+6+c)»d+3(a+6+c)d«+d* 



aSeif^jiel: 248 = 200 + 40 + 8 = a + 6 + c. 

a» = 8000000 

3a»b = 4800000 

3a6» = 960000 

6» = 64000 

3(a + 6)« c = 1382400 

3(a + 6) c« = 46080 

c» = 512 

(a + 6 + c)» = 15252992. 
Umfel^rung in bie JhtbUtoutael: 

1^15 I 252 I 992 = 248 
2» = 8 



3.2«= 12 : 72 
12 . 4 = 48 



245 
3.2-4*= 96 



1492 
4» = 64 



24« = 1728 : 14289 
1728 • 8 = 13824 



4659 
3 . 24 . 8» = 4608 



512 

8» = 512 



6* 



88 lU. SKfd^nitt. 



Slnleitung: 3Ran orbtic bie ©Heber ber äu^brildfe nad^ 
^otenjett ber !Qanptstb%en unb t?erfal^re eben f o toie bei g^weinen 

Söffen- 

flu9}Ui^ii Hd^ettft »ntselii Hilf genteintii S^l^^^ ^^^ «^f 
3Uf<iiiiiiieii(|efe%teii al^t^aVI^n ^ni^MMtn* 

I) !^e^rfa$: 3)ie »te ^otenj einer xjifferigen B^'^I 

^at «a: — « + 1 bi^ na; 3iff^^«- 

SJen^ei«: Sei iV eine ajjifferige ^al^l, fo ift 

10»-i ^ iV < io% 

SWunift 10"*»-" bie «einfienaj— n+ljifferifle, 10" bielteinpe 
nx-\- Ijifferige QaUfl, folgliiä^ lann iV»iiaj— n+ls bi^ najjifferig 
fein. 

9) Se^rfa^: 2)ie t)ierte SBurael einer 4naifferi8eTi 
3a^l pat n S^^U^^/ bie einer 4n-hl, 4nH-2 unb 4n+3 
iifferigen Qa^ w+1 giffern. 

10) Se^rfa^: S)ie «teSBurjel einer »« jiff erigen ^al^l 
^at«3iff^^W/ ^i^ einer r»«+l, a?ii4-2, .... Awn-n— Ijif^ 
ferigen 3<^'&t aber n+1 3iff^tn. 

II) Sftegel: ^e'Ot Qafyl, au^ njeld^er bie xte SBurjel gejogen 
»erben foll, toirb üon ber Sfted^n aur Sinicn in xjifferige Älafs 
fen abgetl^eilt. 

12) ^a^ älu^iel^en ber t)ierten SOBurjel gef($ie]^t nad^ ber 
gormel 

(a 4- 6 4- c 4- d + ...)* = a* 

4- 4a»6 4- 6a«fc« 4- 4afc8 4- 6* 

4- 4(a4-6)»c4-6(a4-6)«c24-4(a4-6)c»4-c^ 



SetH^imMiiiKi ^tt ^umiiie ^tmUt dia^tatn^utseln in eine 

CuH^tatii^iitaei iin^ inndefei^. 



I. Va-h Vb^Va--Vb- y2(a^ Vä^'^. 



U. Vmz^Vn =yiiit4-i Vm»-ndhF'im-jViii«-». 



§. 58—66* aSitrieln. 69 



SetDeid ffit I: ßiS fei 

too X eine rationale^ )/y eine irrationale ^afjil bejeid^net. £iwt^ 
brirt man bie ©leid^nng, fo erl^ält man 

3[e|t fe|e man bie rationalen, bejiel^ungsnjeife bie irrationalen 
äl^eile ber SJinome einanber gleid^, alfo 

X = 2a,yy = 2 j/a» — b, 

8 eh) eis für II: S)iefer ergibt ^iä) leidet aus gormel I, 

inbem man 2a = m, 2 j/a» — 6 = j/« fe^t. 

9) Sel^rfa^: S)ie Summe ber SSBurjeln jn^eier conju- 

girter complej er 3^^^'^^^ »» + [/r-w unb m — j/— n ift 
jletd reell, bie Siffereng imaginär. 

9enerlits§* liefet 6afj jjjlt ton aUcn gfuncttonen comple^ev ®r*^en 
übcr^auH a- SJ. »on (m+ j/— »)* ift baö SReal 

j(iii -h j/^y H- i(«» - *^^)' =- m» - 3»«, 

bftig fiateral 



D. Ibgimt^men. 

@inleitung: ®t^t man aud t)on ber @;ponentialgIei(!^ung 

m* = p, 
fo erfennt man leidet, bafe bie 5ßotenj jtoei umgelel^rte 9led^nun:= 
gen l^at, inbem fld^ m burd^ x unb p unb aud^ nod^ x burd^ m 
unb p auSbrüdCen läfet. (SBergleid^e §, 41. 1). S)ie erjle Qpt:^ 
rotion toirb burd^ bie ®leid^ung 

j/p = w 

borgefleBt. 3m gleiten gaffe foH biqenige ^^l x gefügt toer:: 
ben, ju beren ^ßotenj eine gegebene Safiii m etilen toethen mvi% 
batnit bie 3i^l p f^xmSlommt SHeS lann md^t burd^ bie 
SStttielred^nung gefunben Serben, ^ie aittfgabe erfoi^^ olfo 
eine neue C^eration. Wlau nennt ben gefud^en <S;ponienten x 
ben Sogaritl^muS ber S<^^^ P i^'^ ^afis munb begeid^net il^n 
burd^ 

m 



X » log p. 
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p l^eijst Sogatitl^manb* S)te Sogarttl^menved^ng l^at eben- 
fällig eine umgelel^rte 9ted^nung^ inbent man aa^ einer gegebenen 
Safls unb einem gegebenen .Sogatitl&mug x n^ieber bie jB^^l^I 
(numerus) p ftnben fann. SBir njollen fie ba§ 9iumeriren 
nennen unb bejeid^nen burci^ 

p = ntim log x. 

2ln bie öier ©tunboperationen 

äbbiten — ©ubttal^iten 
3RttltipIiciren — J)it)ibiten 

reil^en fid^ fomit t)ier Sftangoperationen 

5ßotenjiren — Slabiciren 
Sogaritl^miren — 3lumeriren. 

fdlltietfutlii« ^tftnber ber fogenannten l^^i^perboltfd^en ober 
natür(t(i^en Sogant|^nten tft ^o})n 9lepev (geb. 1550). (Mirifici lo^ith- 
morum canonis descriptio 1614. 4.) @r^nber ber fünft Itd^en fiogantl^men 
tft fein greuttb unb S^itgenoffc i^enr^ Sriggö (geb. 1556) in Sonbon. S)iefer 
fd^rieb: Logarithmorum chilias prima, 1618 (auf 8 l)ectnta(en bete(^net). 
2)arauf Arithmetica logarithmica. Sonbon 1620 (erfte t)ollftdnbtge ^fefn 
bcr gemeinen SogaritJ^men ber Salf^Icn 1 bis 20000 unb 90000 big 100000, 
auf 14 Secintalen beregnet). 

L 6»og° = n. n. log (b^) = x. HI. log 6 = L 

1) SDefinition: S)er Sogatttl&mu^ einer S^^ n jur SafiS 
6 ifi biejenige S<^})1, ju beren 5ßotenj b erl^oben ttjerben mufe, 
bamit n l^erauSfommt. (gormel I.) 

3Jeti)eig üon gormel ü: 5ßotenjirt man bie SJafi^ 5 mit 
ben beiben ©eiten ber ®lei($ung, alfo 

b 

fo erl^ält man 

6* = 6* nad^ §. 56. L 

SDie ®Iei($ung 11. ifi übrigen^ nur eine anbcre gorm, bie 
Definition be« SBegrip „Sogaritl^mu^S" auSjubrilden. 

ad III. S)ie ®leid^ung log b == 1 ift nur ein fpecieKer %aU 
ber gormel 11, nad&bem. a? = 1 gefegt ifi- 

34) SnSe ju einer unb berfelben 9a{is gel^örigen Sogarit^men 
bttben m Sogaritl^menf^fiem. 9QIe ©p^eme, beren ®runb= 

jal^len t)on ber Sal^l e = 2,718281828459 üerfd^ieben finb, 

n^erben tänfilid^e genannt« 

* 

35) SKan b^t ju prüfen, toeld^e gablen jtd^ jur Saft^ eine^ 
Sogaritl^enf^fiem^ eignen unb ml^t nx^t äRan finbet für 
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a) m > 1 unb a? = — oc, p = 0. 

^ (XXX <::o, o<:p<:i. 

X = 0, p = L 

b) <: «I < 1 unb rr = — cx), p = + oo. 

— oo<CrF<0, -f-cx)>p>l. 

X = 0, p = 1. 

0<:aJ<:: + cx), l>p>0. 

a? = 4- oOf p = 0« 

^ictaus folgt, ba^ für eine pofitiöe t)Ott bcr @ittl^eit t)ec= 
fd^icbenc 95aftg nur bie pofitoen 3^l^lctt einen Sogaritl^ntuS l^aben 
ifönnen. 

36) m 40) aJlan finbet für 

a) m = 1 unb p(enblld^), a? = oc ober urmüili^. 

b) > m > — OO unb p(enblid&), x balb reell, balb 
compley. 

hieraus folgt, bajs toeber bie Sinl^eit, nod^ eine negative ^aUfl 
fi^ jur SJafig eines Sogaritl^menf^pemS eignen, unb baft negative 
3a]^len feinen Sogaritl^muS l^aben, toehn bie SafiS pofUiö ip* 

10 

41) 3ft 10 bie SJafiS, fo toirb ber iSogaritl^muS mit log p 
ober log vulg. p ober furj log p bejeid^net. 

@r toirb au($ tool^l gemeiner ober nad^ bem ©rftnber Srigg^ 
fd^er Sogaritl^muS genannt. 

3fi bie SBafiS eine 3^^I ^/ ö)eld^e man aus ber §. 30 3lr. 27 
angegebenen, ins Unenbli^e fortgel^enben Sleil^e erl^ält, toenn in 
berfelben a; = 1 gefe|t toirb, unb toel($e glei^ 2,718281828459 
. . . ijt, fo l^eijst ber Sogaritl^muS ein natilrlid&er ober l^9J)er= 
bolif($er. 

@tatt log p f d^reibt man log nat. p ober aud^ Ip. 

Um benfelben ju entioideln, gel^t man aus t)on ber @yponen^ 
tialreil^e 

inbem man bie Sleil^e nad^ ^ßotenjen r>on x orbnet, alfo unter ber 
§orm 

(1 + ä)^ = 1 + Ax H- Bx^ + Cx^ H 



• • • • 
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Wtan fielet leid^t^ ba^ man etl^&lt 



»* a^ as* 



alfo 

"*"*"" 2 ■ 3 4 

SRatt nennt Ä bcn 9Robulu§ ber Slcil^c. 
Um blc anbeten (Soefficienten ju finben, entoidKe man bie 
@Iei(i^ung 

(1 + ä)» • (1 + »)y = (1 + »)''+y. 

I. (l4-»)*-(l+»)y = (l+ A«4-»^*+. . .Kl+i4y+By«+ ) 

^ 1 + i4 • (a? + y) -h Ä • («2 -h y«) -h C- («» -h y3) ^ 

+ i4«.n;y + AB • (o? -h y)a:y 4- AC« (o?» + y»)i;y 4- . . . ] 

+ + AL . (aj^-2 + j^-^)xy + . . . 

IL (l -♦• i)^^y = 

1 -f- i4 .(«■+■ y) + fi • (a?2 -h y») + C (a;3 -h y») -h 

+ 2Ä«iry + 3C(a; + y)xy + 4D.(a:«-l-y*):»yH- .... | 

-h 4-Äilf-(a;'^~2-hy^-^)jry-h .... ' 

3)ur(i& Öleid^elung ber l^omologen ©oefficienten erl^ält mön 
toettet 

2B - A\ ttttb Ä = "*' 



3C = AB, C = 



1.2' 
1.2.3' 



allgemein 



4I>«AC, D^j-.^^, 

kM == AL, M = "** 



2)emgemft§ ifi 



1.2-3 k 



(l+,)x = l+^.^^^^.^,+ _^.^a + 



3Ran nel^me tmn an i4 = 1 nnb l -h z = e, fo iDtrb 

«" = 1+f-Kj^-H 1.^2. 3 "^ (t)ergl. §. 30 SRr. 27). 

©iefe einfädle SReil^e Idfet alfo für bie SJafi^ e unb einen ge» 
gebenen @fponenten (Sogaritl^uiS) x ben }ugel^örigen 9htmentö p 
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fittben^ tDorauiS ftd^ bad natürlid^e Sogaritl^menf^flem ergibt 
SHe Sol&I e fclbfi finbct matt offenbar, totnn man in ber obtflen 
Stetige X = 1 annimmt. Statt inbeffen bie Kofeln fo }u bere<i^' 
nen, n)ie e^ aud^ ein ©eutfd^er SRamenS S^P ®9^9 ober 3obfl 
^Bärgt (geb. 1552) in feinen aritbmetifd^en nnb geometrifd^en 
^rogrejsi^XabuIen (^rag 1620) äl^nlici^ t)erfttd^te, iH ed einfad^, 
}n einem gegebenen Stumemd p ben ^ugel^rigen Sogaritl^mud x 
jn bered^nen. 3)ieS gefd^iel^t auf folgenbe Slrt. 

(S^ fei bie beliebige pofitiöe S<^^i 1 + » bie mte 5ßotenj öon 
^, alfo 

1 -f- Ä = 6°* nnb % «of (1 + :b) = m, 

fo ift nad^ bem SSqrl^ergel^enben 



(1 + »)» = 1 + Kl + *) • I + [«(i + *)]* -x^ 

@d ifit aber and^ 



2 

"2 



X .^ X^ .„ 05^ 



s 



(1+')^ = 1 + ^-1 + ^'-172 + ^ 1.2.3 

»* »' »* 



I. lognat (1 + z,) = z — -^^^ — -^ 



• • • « 



»« »3 a* 



• • / 



• ♦ / 



II. log nat (1— j8)=^ — jb— ^ — "q'*"T"" ••' 
©ttbtral^irt man beibe ©leid^nngen, fo erl^ält man 

hg nat (l + ») — log nat (1 — ä) = 

14-» r »* a* 1 

m. log nat j— — = 2j » 4- -ö+ :^ -»- 1 

mit Slntoenbnng t)on §. 57. IL 
©e|t man nod^ 

1 -h z „ y — 1 
1 =^ tf, alfo a = 2 > 

fo erl^ält man bie Sogaritl^mengleid^nng 

w.,.,.„-.[<t').,(;-=i)V^)V....] 



bt 



y 







)^ 0^931472... 
asäjo^t »erben 



,.*/""'' ' 




:^ -^ -f — - T 



£c3arü]&ittetu 
«: geflebe^ 






/// ^'' '^ 



fttf'^ 



u t 



« 




1^ » 



-J — 



-.-VtT: ^xctorctt. 






t*A -*• 



— •«* 



•# 



' ^ «ff • ^ ^ 



1 'S« 



ett 



§. 57. SogatUl^men* 75 



^etx>ti&: %iü)tt man ^feI6en ®r$Ben etn^ toie in I, fo ifl 

log (a : 6) = tej (mP ~ *i) == p — g = log a ^ log b* 

Sel^rfa^: S)cr Sogatitl^tttuS einer 5ßotenj Ifi gleid^ 
bem ^tobnct au^ htm Opponenten unb bem Sogaritl^^ 
mttö ber SJafis* (gormel III.) 

SBetoei^: ©e^t man in bem »etoeife für I 

5=:c = (i= ...♦ =a^ 

fo toirb 

^5 (a**) = fo^ a + /o; a 4- ... + ifojf a ^ n hg a. 

(n) 

Selfttfo^: S)er Sogaritl^mu^ einer. SBurjel ifl gleid^ 
bem Sogaritl^muS ber Safiä bit)ibirt burd^ ben ifpo = 
nenten. (gormel IV.) 

Sen^eiö: 6ei toieberum m bie 39afiö be^ ©^ftem^ unb 

|/a = m*, fo ift a = m°* 

tootauS bie Sel^auptung fid^ ergibt. 

gormel V ju ben^eifen: $ßotenjirt man bie Safi^ n mit 
ben beiben ©eiten ber ©leid^ung, alfo 

X n a 

||10g a . log X :^ ||l0g A 

fo erl^ätt man 

X 

W^9 ^y^^ * = a nad^ §. 38 unb §. 56 I. 

aji«g * = a na^ §. 56 L 

a = a nad^ §. 56 L 

SeM^^: ®er a;-Sogarit]^mu§ ber Sai)l y ifi gleid^ 
bem reciprolen SBettl^e be0 y:=Sogarit]^mu§ üon x. 
(gormel VI.) 

^eiDeid: ^otenjirt man bie 99afl$ x mit ben beiben @eiten 
ber ®leid^ung, alfo 

^log y . log X __ ^1^ 

fo erl^ölt man 

(a-iog »y^^y = x^ nad^ §. 38, 
jiog y = a; nad& §. 56 I, 
X = x ttad^ §. 56 I. 
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»clf>)iel: y = 2. 
to<y »a< 2 = 2/j -h J »l^ + J .^, + . . . . j = 0,6931472. . . 

42) ©a jcbe wjifferigc 3^'^'^ P etitflattbett gebadet »erben 
lann butci^ ^otenjirung ber 8<^^ 10, wobei ber %ppotmt }tDt> 
fd^en it — 1 unb n liegt, alfo 

10° - 1 < p < 10°, 

fo ift 10 bie Bequemfie Safig für bie gemeine Sogarttl^men^ 
red&nnng, Sie um 1 üermtnberte Slnjal^l ber giffem ber gegeben 
nen 3^1^ 9^t nämlid^ unmittelbar bie ®anitn an, U)el$e ber 
Sogaritl^mu^ ber wjifferigen 3^'^^ entl^dlt. 

45) SDie ganjen ©infeiten beS Sogaritl^muä mad^en bie Äentt= 
jiffer ober ®l^ara!teriftif au^; ben übrigen ©ecimolbrud^ 
nennt man SJlantiffe. 

I. log {a • b) = log a -^ log b * 

n. log (a : 6) = log a ^ log b < 

„, , . . , /für iebe beliebige Saft^. 

ni. log (a°) ^ nlog a ' i ^ y 

IV. /oflf Ya = n log a • 

V. ßj a'logx=^ log a. VI. log y ' log x = 1. 

Sel^tfo^: S)er SogaritbmuS eine^ ^robucted ift 
glei(| ber ©umme ber Sogaritl^men feiner gactoren. 
(gormel I.) 

Sel^auj)tung: log (a • fc) = log a + log b, 

allgemein log {a • b • c • d . . *) = log a -h log b -{- log c -^ » . . 

. SetoeiS: @ei m bie Safts bei^ ©pftems unb 

a = mP, 6 = »1*1, c = m'^ tt. f. tt)., 

foift 

p = log a, q = log b, r = log c u* f* to. 
unb 

toflf (a . 6 • c . . .) = tojf (wP+«+'+ ) 

= p -{- q + r + ... = toj a + /o^ 6 -I- tojf c + ... 

Sel^rfa^: S)er Sogaritl^muö eines Quotienten ifi 
glei(^ bem SogaritbmuS beS 2>it)ibenben oerminbert 
um ben Sogaritl^mus bes 2)it)iforS* (Formel ü.) 
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S5eU)ei«: %üf)tt man ttefcttett ©rö^eti ein, toic in I, fo ift 
log (a: b) = log (mP - *i) == p — g = log a ^ log b. 

Sel^tfa^: S)er Sogaritl^tttttiS citier 5ßotcttj Ift gleid^ 
bem ^tobttct au§ bem S^potienten unb bem Sogatitl^^ 
mtt« bet »afi§* (gormel HI.) 

S5cti)ci^: 6c^t man in bem SelDeifc für I 

6 = c = d= .... =Ä/ 

fo toirb 

to^ (a^) = log a -i- log a + ... + ifoj a = n log a. 

(n) 

l^elfttfa^: S)et Sogatitl^mus einer. SButjel tfl gleid^ 
bem Sogaritl^muS ber S3afi§ bit)lbirt butd^ ben ifpo = 
nenten. (fjotmel IV.) 

Settjeiö: 6ei toieberum m bte 9afi§ beö ©^ftems utib 

|/a = m*, fo ift a = m" 

/o^ a = nx, log ya = x, 

tt)Otau§ bie Sel^auptuttg fid^ ergibt. 

gormel V ju betoeifen: ^ßotenjirt man bie Saft^ n mit 
ben beiben Seiten ber ©leid^nng, alfo 

X n a 

l|log a . log X _- ||log a 

fo erl^ält man 

X 

(n^^« ^j*''' * = a nad^ §. 38 unb §. 56 I. 

aji«g » = a nad& §. 56 L 

a = a naif §. 56 L 

SeM^^ ®^^ a;-Soflaritl^mu§ ber 3a]&I y ift gleid^ 
bem reciprofen SBe'rtl^e beö y:=S09arit]^mu^ Don x. 
(gormel VI.) 

Sendet«: $ßotenjirt mm bie SJafi^ a? mit ben beiben ©eiten 
ber ©leid^uns; alfo 



fo erl^ölt man 



x^^ 


y . log X 


= 


x\ 




(aj*^8 


X 

^ \log y 


:ss 


«^ mä) § 


. 38, 




jiogy 


= 


X v/xif §. 


56 I, 




X 


= 


« nod^ §. 


56 I. 
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61) ^Ux Beghmt bie at^te Dj^etattotv He SefHmntutt^ bed 
Numerus logarithmi. 

73 «) 3laöf gortnel V ift 

,« ,10 ,10 

io<)f a ' log e =^ log a* 

ß) SRad^ l^ormel VI ifl 

,10 ,« ,10 ,e 1 

log a =^ log a • log e ==^ log a • . 

log 10 

74) 2lu§ 73 /?) fdigt, ba§ man ben ttotütlid^cn Sogatitl^mu^ 

einer 3<^I ^>ut(i^ ^9 1^ bit)ibiteti vxvl^, vm ben Srigg'fii^ }u 
etl^alten. 3lutt ip aber 

loj 10 = 2,30258509 .... 

folglid^ löge ^ 0,43429448 (SRobuIttS be^ »rtgg'fci^en 

©^jlemg). 

3la^ 73 a) erl^ält mJin bie Srigg'fd^en Sogaritl^men ber 3^1^= 
len, toenn man bie 5Reper'fd^en mit bem 3Kobulu§ be^ Srigg'fdjen 
©9flem^ mnlti^Iicirt. 



1^ 58^ - 

§ierju empfel^len toir • 

1) fünffielKge logaritl^mtfd^e unb trigonometrifd^e tafeln. iecr= 
auggegeben t)on Dr. D. ©^loemild^. S9raunfd^tt)eig 1866.. 

2) £ogarit]^mif(|«trigonometrif(i^d ^anbbuci^ (mit ftebettfleSigen 
ßogaritl^men) t)Ott Sega. Searfceitet t)on Dr. £. Sremifer. 
»erlin 1862. 46. «nflage. 



§• 51^ a. 

älnleitnng: iDton fud^e bie Aufgabe mit 9(ntDenbung ber 
gormein in §. 57 p Idfen. 
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L tojf (a H- 6) = /09 a + fojjr 1 1 H — I. 

IL tojjT (a — b) = (09 a — top = log a-f-tojl 1— — I. 

a 

45) aufgäbe: log (a + b) ju bered^nen. 

^ Stuflöfung nad^ %oxmd I: 3)ie 3;a6ettcn entl^alten ju bem 
Slrgutnente tos.-/ »o a > 6, ben aOBertl^ üon fojin -f--l. 

2;rigonomettifd^e «uflöftttig: (^tö* artig. IL 30—32). 

ajlan fe^c - = tan a«, fo iDitb 

1 4- - = 1 + tan a* = »«c o*, 
alfo 

toji 1 1 H- - ) = 2to jf 5«c « = — 2tojjf co« a. 

@i^ l&jst ftd^ mithin burd^ ^9 (an a = M^jf (-) ber SQSinfel 

« beftimmen; uub e^ ift /oj |l + - j ber boppelten ®rgättjimg 

beS /ogf cos a ju 10 gleid^« 
63) Slufgabe: /ogf (a — 6) ju beredten. 
3(uflöfttng na($ ^ormel II. S)te 3:abeIIen entl^atten ait betn 

Slrgumente log - ben SBertl^ t)Ott log — j, 

a 

Xrigottometrifd&e Sluflöfung: 3Wan fe|e- « *•« y^ 

alfo log sin y =^ i log -. Sann UHtb 

1 = CO» y^, log ll 1 = 2 log cos y. 
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1^ 59li. ' 

38) @^ foQ beiDiefen tDerben^ ba^^ tDenn a, b nnb c tmgleid^ 
unb pofitit) fittb, fiet» fei 

abc > (a -H 6 — c) (a -?- c — 6) (6 H- c — a). 

ßrfter SJetoeii^: Sei o bie fleinfte ä^^Iwitb a = 6 — t 
= c - y, fo ifi 

a6c = a(a 4- a?) (a + y) = a^ H- a^x ■+• a*y H- aa?y^ 

(a-f-6— c)(aH-c— 6) (6H-C— 'a)=(aH-aJ— y) (aH-y— «Xa+yH-a?) 

= a*(a:-l-y)— a(aj— y)*4-a:*(y— x)— y*(y— (p). 

Sßeil nun 

|#8 ^ J.S 

- a(aj« - «y+ y«) — (y* - aj«) (y — o?) = -- a 2— — — 

ff -T- tß 

- (y2 - a?«) (y -») 

fietö negatit) ifi, fo pnbet ble Ungleid&ung immA Statt- 

3»eiter »eloeig: ©ei a + 6 -♦- c = «, p = « — 2ä, 
a=64-a? = c + a;H-y, fo Ipltb bel^auptet, ba§ 

(p4- 2j»-4-y) (p 4- a? + y) (p + ») > (p -h 2a? H- 2y) (p+2a:)p 

ober 

px^ H- pflpy + py* H- 2x^ + 3a5*y + »y* > 0, 

toeI($e Ungleld&ung immer Statt finbet, ba p, x, y poptiöe 
©röjsen finb. 

39) Sel^rfa^: S)a^ bo)}pelte ^robuct jtoeier 3al^len 
ift immer enttoeber ehen fo gro^ ober fleiner aU bie 
@umme il^rer Ouabrate* 

6rflerS3en)eig: J)a Ouabrate reetter Sai)Un pet8 pofitit) 
ftnb, fo ifl 

(a - ty ^ 0, 
alfo 

a« - 2a6 + 6« ^ ttttb a^ + 6« ^ 2a6 (öergl. §. 33b 5«r. 52). 

Sloeiter »etoei«: 68 ift 

ab =^ a^ -^ a(a — 6), 
afc = 6* — b(a - 6); 

folgliiä^ 2ab = a« 4- 6« - (a - by, 

»a nun (a - 6)« po\itx'o i% f o ift 

2ab < a« + 6«. 
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40) Se|tfa|: 5Die ©utnnte eiiie^ Vxuifye^ unb feine« 
reciprofen wext})t^ ift immer gtöjser aU 2. 

»etoei«: ©« ifi 

* = 1 -£z:^ 

®er 3ltt8brw(f jur Siedeten ifi für pofttiüe a unb b fietö > 2. 

41) 6« fott beriefen »erben, bafe, »enn a, 6, c ungleid^ 
unb ^pofitiü pnb, fietö 

9(a» + 5» + c'*) > (o + 6 + c)» > 27 a6c. 

S3ett)ei8: @ei a > b > c unb a — 6 = «;6 — c = y, 
alfo 

a = c + a? — y, 6 = c + y, f o ifi 

OCa'* + 5» + c») = 9[(c + a: + y)» + (c + y)» + c»], 

(a + 5 + c)» = [(c + « + y) + (c + y) + c]^ 

27a6ü = 27(c + o? ■+• y) (c + y) c. 

S)a rr unb y pofttiü ftnb, fo ifi bie JDifferen; beS erßen unb 
atüeiten 3(uiSbrud« 

18c(aj2 + a?y+y*) + (Sa?» + 21»^ + Ibxy* + lOy») > 0, 

bie SHffereu) be« jmeiten unb britten Sludbrude« 

9c~ + (a? + 2y)8> 0. 

42 a) 3ebe ^rima^l über 3 ffcA bie ^orm 2ii+ 1, alfo ifl 
ba« um 1 t)erminberte Ouabrat gleid^ 4(fi^ + n), b. l^. burd^ 4 
tl^eilbar. ^^er l^at jjebe ^rimjal^l Aber 3 enttoeber bie ^orm 
3m +1 ober 3ifi+2. ZHe um 1 t)erminberten Ouabrate biefer 
Slui^brüde flnb dm^-hGm unb 9m>+6m+3,b.]^.burd^3t]^ar. 

ß) 2« +2* + i = 0(mod6). 

99en)£iS: älujser burd^ 2 ifl beräluSbrud aud^ nod^ tl^eilbar 
burd^ 3* »enn 2^ + 2*+^ = 2*(2 + 1) = 3 • 2*. 

>) (« + y) (« — y) ay = (mod 3) für gonje x unb y. 

9en)eid: @d fn 

a) a? = 3ifi + 1, y = 3» 4- 1, fo ift (a? — y) = (mod 3). 

b) a? = 3m + 1, y = 3» — 1; fo ifi (a? + y) = (mod 3). 
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43) Sel^rfa^: Sßetin a unb b telattüe ^rimjal^len 
finb, fo fönnen a» — a6-hfc« unb a-h6 feinen anbeten 
gemeinfci^aftlld^en ^ßrimfactor aU 3 l&aben. 

»eioei«: @« finben jtpei ptte ©tatt: 

a) o = 2iii, 6 = 2n + 1. 

b) a = 2m + 1, 6 = 2n -h 1. 

a) SBenn a relatit) i)rim b ift, fo tft 2ii + 1 nid^t butci^ m 
t^eilbar. S)ann ift ebenfalls 

a -h 6 = 2(1» -h «) + 1. 
a« — afc + 6« = 4m« — 4mn -h 4»« -h 2m — 4» -h 1. 

äSerföl^rt man xmxi tpie bei ber 9(uffttd^ung bed gemeinfd^aft^ 
lid^en 5;^eileri^, fo ift 

4m« — 4mn + 4n« -♦- 2« — 4fH- 1 =« (2m -4- 2ii + 1) 

(2« - 4m -h 1) -♦- 12m«. 

3ft nun ber 3lefl 12m« unb ber «u^brud 2m-i-2n-4-l burd& 
irgenb einen gactor jugleid^ tl^ellbar, f o ifi e« ber gefud^te gemein^: 
fd^oftlid^e Factor. @^ befielet aber I2m^ an^ ben ^rimfoctoren 
2, 3, m. SRun ifi aber 2 nid^t ber gemeinfd^aftlid^e gactor, audj 
m nid^t, alfo fann e« nur 3 fein. 

b) 3ft o = 2m + 1, 6 = 2« + 1, fo Iji 

a + 6 = 2(m -h n -h 1), 

a« — ab + 6« = 4m« — 4mn -h 4«« + 2m -h 2w -h 1 

= 2(m + » -h 1) (2« - 4m - 1) -h 3(2m -h 1)«. 

S)er 9left 3(2m + 1)« nun fann mit 2m -h 2« -h 2 nur ben 
gactor 3 gemeinfd^aftlid^ j^aben, toeil 2m -h 1 relatit) prim ju 
2« + 1 ift. 

44) Sel^rfa^: @inb m unb n j)oei abfoCute ^rim- 
gal^Ien, fo gibt e« (m — 1) (« — 1) Sai^len, toeld^e flei^: 
ner aU ba^ ^robuct mn unb in bemfelben relatib ptim 
finb, 

$etoei«: 9tt(j^ relatit) ))rim faib m • 1, m • 2, m . 3, . . . 
m(ii — 1) fo toie « • 1, II • 2, n • 3, . ... n{m — 1), Slufeerbem 
bie 1 fetter. 5Die erfte Slnjal^l ift n — 1, bie jloeite m — 1, bie 
britte 1. gfoIgUd^ #t e» 

,»n - („_i) - («, - 1) - 1 = (,„ - 1) („ « 1) 

3ai^len^ n)eld^e reCattt) ))rim mn finb. 

50) Se^rfoÄ: 3^^I^flt ^<^^ *>ic 3«^! 3» i« i>tei ©um^ 
manben, fo ifl bai^ 5ßrobuct berfelben ein 9Jla?imum, 
toenn bie ©ummanben einanber gleid^ finb. 
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ScWei§: ©^ fei Sa = (a-h x) -h (a -h y) -h (a — x — y). 

S>a§ ^probwct (ö -h x) (a h- y) (a — x— y) = a^ — a-^ — - 

x—y 

— xy{x -h y). 

3 3 

3im ift "^ ""-^ ftetg »)ofitit), folglid^ ba« ^robuct ein SWafi-- 

tnnm für a? = y = 0. 

53) Se^rfQ$: ®a^ gcometrifd|e aWittel an?eier 3a^s 
len ift fleiner aU bag aritl^metif d^e. 

Sel^auptnng: Vxy < ^^. 

»etpei^: 5Wad& 9Zr. 39 ift 2a?y < x« -h y\ alfo aud^ 

4xy < X* + 2xy H- yS 

X* -f- 2xy -f- y^ 
«y < j^ , 

Sc^rfo^: S)ie S)ifferettj jtoifd^en bem aritl^ntetifd^en 
«nb gcometrifd^en aJlittel beträgt tocttiget; aU ba^ 
Owabrat ber 2)ifferena ber S^^len bit)ibirt burd^ bie 
ad^tfad^e fleinere ^oi\)\, 

»cl^aui)tung: ^^^— >^a-y < 7 / >pennx>yift> 
»etpei^: 6^ fei 

alfo 

«y + 2 /• J/^ + r = ^-^-^*. 



2^^.-^=(^*-r. 



©ubftituirt man nun jur Sinfen ftatt x bie fleinere ^(x\)\ y, 
abbirt jur SRed^ten p nnb bit)ibirt bie Ungleid^nng bnrd^ 2y, fo 
ifi ber Saft beriefen. 



■♦ • » 1 



^att^ieffen, (Sonim. )u ^,ei9' Samml. 



82 IV. 9l6fdjniit. 



Vierter ^ßfdjmtt. 



®(et^uttgett. 

1) Unter ©teid^ung tierftel^t man bie algebraifd^e ?5orm ber 
©leid^fe^ung jlpeier inat^ematifd^er 3luebrü(fe. S)iefc befielet in 
ber Jkrbinbung ber 5luebn'ide hnvä) ba^ &U\^\fdi^d^en (=). 

2) Unter Seiten ber ©leid^ung üerftel^t man biefelben fc 
Derbunbenen Slu^brüdfe, fo vok unter ©lieber bie einjelnen 
beiberfeit!§ burd^ 2(bbitioTi ober Subtraction tjerbnnbeneu 2:i^eilc 
ber ©eiten. 

3) 6ine ibentifd^e ©leid^ung ift bie @{eici^fe|unfl jtDeier 
abfolut gleid^er @rö§en unter gleic^pr gorm. @ine analptijc^c 
©leid^ung ift eine fold^e, in ttjeld^er eine Seite nur eine bur(!^ 
bie arit^nietifd^en ober tran^cenbeuten Di)erationen l^ergefteHte Um- 
formung ober @nttt?idflung ber anberen ift, fo bajs bie ®leid^^eit 
ber ©eiten tjon ben fpecieHen ^a^tntoexti)tn ber SSud^ftabeugrö^en 
unabl^ängig bleibt. 

S3eif^)iele: a -h b = a -h b {ibcntifd^). 
(a -h 6)3 = a« -h 3a^b -h 3ab^ -h 6^ (anal^tifd^ atgebraifd^). 
sin (a H- 6) = sin a cos b -h cos a sin b (analijtifd^ trau^cenbent). 

Sine ft)nt^etifd^e ©leid^uug (S5eftimmung^= ober Sebin= 
gung^gleid^ung) ift eine fold^e, in tt?eld^et bie eine ©eite huxd) 
©nttoidlung ber anbereu nur bann ^ergcftettt Joerben fauu, n}enn 
einem ober mel^reren ©liebern berfelben beftirrimte SBertl^e gegeben 
toerben. 

S3eif»)iele: 3?r. 4 /?) (x -h yy = x^ -h y^ (fpnt^etifd^ 
algebraifd^). 

m sin X -h n cos X = s (f^ntl^etifd^ trau^cenbent). 

ilBemerbtiig: C^emö^nlid^ merben ibentifd^e unb analntifd^e 
(^leid^ungen ntd^t ftreng unterf (Rieben. 

5) S3ei ber Umformung ber ©leid^ungeu bürfen nur auf bei- 
ben Seiten bicfclben SSertoanblungcn vorgenommen merben. 3)iefe 
f önnen enttoeber burd^ bie aritl^metif d^cn ober burd^ bie tran^ccnbcnten 
(bie Äräfte ber 2llgebra überfteigenben) D^)erationen au^gefül^rt 
n?erben. 3)ie Umformung beftel^t großent^eifö in einer 3;r an ^ = 
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pofition ^ott einer ©eitc jur aitberen, toobei man folflenbe 
Siegeln ju beobacj^ten ^at: 

a) 3lffe§, toa^ auf ber einen ©eite ©ummanb ift, ipirb awf 
ber anbeten ©ubtral^enb unb umgefe^rt. 

b) Sitten toa^ auf ber einen Seite ?Kinuenb ift, h)irb auf ber 
anberen ©ublral^enb. 

c) Sitten masi auf ber einen Seite g^actor ift, n)irb auf ber 
anberen S)it}ifor unb umgefel^rt. 

d) 9llle^ toa§> auf ber einen Seite ^it>ibenb ift, mirb auf ber 
anberen S)it)ifor. 

e) @inc ©leid^ung bleibt rid^tig, toenn man beibe Seiten mit 
berfelben 3^bl potenjirt, rabicirt ober für biefelbe 33afi^ 
logaritl^mirt. 

(3Ran uerglei(i^e bie gormein, \oel^e in §.61 5Wr. 1 unb SRr« 
12G toorangeftellt finb.) 

6) 3)ie oben in 5Rr. 3 angebeuteten Seftimmung^gröfeen ber 
fVntl^etifd^en ©leid^ungen l^eijsen Unbefannte. 2)iefelben toerben 
in ber Siegel burd^ bie le|ten 95u(ä^ftaben be^ älpl^abet^ be^eid^^ 
net (m, V, w, Xf y, ä). 

@ine ©leid^ung auflöfen l^cifet: bie Umformung berfelben 
bergeftalt betoerfftettigen, bafe bie Unbefannte birect bur^ eine 
33erbinbung ber betannten ©röjgen au^gebrütft toirb. 2)ie ^We^: 
t^obe ber Sluflöfung befielet barin, bafe man biejenigen SQSertl^e 
für bie Unbefannten ju beftimmen fu(j^t, tt)eld^e ber @lei(ä^ung 
genügen ober fie ju einer ibentifd^en maä^tn. 

3m Slllgemeinen fud^t man bie gegebene ©leid^ung mit einer 
Unbefannten x auf bie gorm 

{x — a) (a? — /J) (a: — y) = 

ju bringen, tt?orin bie beflimmten Sföertl^e (SBurjeln) u, ß, y , , , 
bie Sßertl^e tjon x angeben, toeld^e ben Slu^brudf ju Siutt mad^en. 

©ine ©leid^ung in S3ejug auf eine in i^r entl^altene ©röfee 
auflöfen, Reifet biefe eine ©röfee aU unbefannte, bie übrigen aU 
befannte ßetrad^ten unb bie ©leid^ung auflöfen. 

8) Unenttt)idfelte (implicite) ©leid^ungen finb fold^e, in 
meldten bie Unbefannten ober $au^)tgrö6en nid^t allein ober ge= 
fonbert auf ber einen Seite ftel^en. 3« *•' 

x^ -h ax^y -h axy^ h- j^^ = m. 

enttoidelte (explicite) finb ©leid^ungen, n?eld^e auf eine 
fold^e gorm gebtad^t finb, bafe eine ber Unbefannten ^on ben 
übrigen Unbefannten gänalid; abgefonbert ift. 3. 83.: 

y -i- ay = — ^7 — . 

6^ 



Hi lY. »fi^mti 

Sine Sieü^mq orbneti )fAÜ, Me SCieber ber (Sidifimq mU 
td^ Zrattöpontiim, Suflöfung von Alamineni, Seremigung t>on 
0(iebeni mit glek^ ^oteiqen ber Utibefamtten u. f. ti. fo auf 
eiiutnber folgen laffen, bag Üe eine Steige nad^ faOenben ^otenjen 
ber Unbekannten bilbe, alfo onf bie $onn 

X" + OOP" - ^ -*- ^x" -'-*- +px-*-g= 

bringen ober nne man fi^ au^ au^brfidt, anf 3luU rebuciren. 

Xa^ Crbnen ift bei a(gebraif(^en @(ei(l^ungen immer moglid^. 
^bd ben tran^cenbenten @(eid^gen (§. 106) tann baSfelbe erft 
Dann gef^^, toenn bie tran^enbenten Su^brucfe in atgebroifd^e 
vem>aiU)eIt finb, j. 8.: 

x = cosx^l-^+^ 2.3.4" 

(Sergl. i&ei^' Xrig. vm. 121.) 

3inb bie tran^enbenten äluSbructe aOe berfe(6en äirt, fo fonn 
bae Drbnen nad^ ben $an))tgtogen «vorgenommen n>erben, g. 9. 
§. 107, 37) 

itii 2 9 + 2m = 2tan <p, 
sin (p^ H- m* ftn y* — ••* = 0. 

9) 3lad^ ber anjal^l ber in einer ®leid^ung üorfommenbcn 
Uttbefannten unterfd^eibet man ©leid^ungen mit einer, jn>ei ober 
mel^r Unbcfannien. 

10) 3^ nad^bem eine auf bie in 8) angegebene gorm rebtt= 

cirte @leid^nng bie llnbefannte in ber erften, }tt)eiten, nten 

^otenj (xU ber l^öd^ften enH^&lt, XD\xt> bie ©leid^ung eine @leid^ung 

üom erften, jioeiten, nten ®rabe genannt. Sbie ©leid^ungen 

bei^ jloeiten Orabet nennt man aud^ quabratifd^e, bie t)om 
Dritten cubifd^e, bie üom tAt^zn ®rabe biqnabratifd^e 
@Ieid^ungen. 



A. ^tfidiungen Dom erflen Ürabe. 

§. 61. 

^U\4^txn^tn t^ont tx^tn Ifttabe mit einet untief annteti 

<»rdfte« 

jx + a = 6, jx — a = !^, ia — x = b, 
ix = b — a. \x = b -h a. jx = a — 6. 

jx • a = 6, jx : a = 6, ja : x = 6, 
/x = 6 : a. /x = 6 • a. \x = a : b. 
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^X. 126. f oj™ = a, [m* = a, 

X = j/a. (x = log a : log m. 

Slnleitung: S)ie Sluflöfung Qe\d)ief)t butd^ Slntücnbuttg bcr 
fünf toorattfld^cnbett in 5) §. 60 angebcuteten SScränbcrungcn, 
ober aud^ burd^ äntocnbung bcr alten inbifd^en aWctl^obc*) ber 
regula falsi. S)ic regpla falsi, toon ben Qnbern erfnnbcn, toon 
ben Sttabem nad^gcal^mt, toon ben lateinifd^en UcBerfc|cm nume- 
ratio divinationis genannt, ift eine in fielen gätten l^öd^ft praf= 
tifd^e SKetl^obe, meldte toon ben neneren Sllgebriften leiber ni(|t getiug 
getoürbigt tporben ift. ©ic erfotbert feine befonbere Drbnnng ber 
©leid^nng, nur barf bie Unbefannte nid^t in ben S)itoiforen ber 
etn)a t)or]^anbenen Onotienten üotfomnten. @e|t man in ber 
©leid^nng ax -^ h = c ftatt x nad^einanber bie SBertl^e « unb «/ 
ein, fo erl^ält man für ax -h b Sffiertl^e, bie im Smgemeinen t)on 
c tjerfd^ieben ftnb. S)ie Unterfd^iebe c -- (aa -h b) unb c — 
(«i -h 6), ipeld^e man bie g eitler ber ©leid^nng nennt, feien be= 
jügüd^ (p unb rp^. Qft nun «» = a h- <T, fo ift y/ = <jp — a6\ 
3fft ferner a -h «* bie ©ubftitution, bei »eld^er ber gel^ler ber 

Olcid^ung qp// = 9 — nad gleid^ SRuH töirb, fo ift » = ^ 
= ^ unb alfo bie SShtrjel ber ®leid^ung 

a; = a-f-nö = a-h — ^^ — = — ^. 

3a]^len6eifi)iel: «Rr. 75 a) 3 - [i(4 -\- x) - 1(6 -a;)J 
= J(8 + «) — 10. 

©et « = 1, fo ifl 9 = — Uf, 
o/ = 6, (pi = — 9J. 

_ 6(- IH) - 1(- 9i) _ 115 

^ - 11? ~ (-9j) - ^^r43 

3lr. 82 a) (m — a?) (n — a?) = (p -h o?) (x — 9). 

6ei a = m, fo ift 9 = (p -h m) (m — 9), 

aj = n, qp, = (p + n) (n — g), 

_ n(p -h m) (m — g) — m{p -h ») (n— g) _ mn-^-pq 
(p + m) (w — ?) — (p + «) (n — 9) *" i/i-h«-hp— 9* 



*) Liber augmenti et diminutionis, vocatus numeratio divinationis, ex 
eo quod sapientes Indi posuerunt, quem Abraham (ca. 1130) compilavit 
et secundum librum qui Indorum dictus est composuit. Libri bist. I, 269. 
(SJeröI. §. 82. 14 ^.) 



86 IV. 3(6f(^ttitt. 



^taUl^ mit einet unt^tUnnitn Atdfie« 

120) SctDcgung^aufgabcn: J)ic 2luflöfung gefd^iel^t am 
einfad^ften burd^ 3[nn)enbung ber ^)]^9ficaUf(3^cn fformel s = t? • f , 
tüoriti s = spatium, t? = velocitas, t = tempus. 



^itiäinmtn tfom etflen 9>taht mit mei^teten 
itnliefiintiteft At dfiett« 

1) ä^^ S3eftimmung tjon beliebig fielen UnbeJannten finb 
then fo t)iele üon einanber unabJ^ängigc ©leid^ungen, b. 1^. 
fold^c nötl^ig unb juglcid^ J^inreid^enb, bei meldten feine burd^ 
Umformung einer ber übrigen gebilbet merben fann, jebod^ aud^ 
feine ber anberen miberfpre^en barf. 

2) S)ie ®rm)))e 111. ijl jur ©eftimmung ber Unbefannten 
nid^t l^inreid^enb, tt)eil man bie britte ©leid^ung burd^ Slbbition 
ber beiben anberen erl()ält. ©benfo »iberfpred^en fid^ bie 
©leid^ungen 

a? H- 3y = 15, 

4x -h 12y = 21. 

3) @inb für n Uubefannte w ©leid^ungen t)on ben erforber= 
lid^en ©genfd^aften gegeben, fo läßt fid^ jeberjeit avL§> biefen eine 
einjige ©leid^ung mit nur einer Unbefannten bilben. 2)a§ SSer^ 
fal^ren befielet barin, ba§ man eine ber ©leid^ungen mit allen 
übrigen »erbinbet, inbem man eine unb biefelbe Unbefannte überall 
eliminirt. ^ieburd^ erl^ält man n — 1 neue ©leid^ungen wn 
nur II — 1 Unbefannten. S)urd^ gortfej^ung biefeS SSerfal^ren^ 
fommt man jule|t auf eine einjige ©leid^ung, ttjeld^e nur nod^ 
eine Unbefannte entt^ält. S)ie Elimination t)on « — 1 Vinhe^ 
fannten läftt fid^ auf »erfd^iebenen 3Begen erreid^en. 

1. S)ie ©ubftitutionömet^obe. Söenn bie ©röfee x eine 
jtoeien ober mel^reren ber gegebenen ©leid^ungen gemeinfame 
Unbefannte ift, fo löfe man eine berfelben nad^ x auf unb fe|e 
il^ren Söertl^ überall für x ein. ®ben fo tjerfal^re man ]^ier= 
auf mit ben übrigen Unbefannten. 

Seifpiel: ?ir. 8. 1. x -h ay = b, 

n. ex + y = d. 



§. 63—65, Olftdjungen oow erften ®rabc. 87 

luS I. erpit man a? = 6 — ay. ©ubftituirt man biefcn 
SQäertl^ toon x in l\, fo erl&ält man 

II. S)ie ßomBination^metl^obe. 9Kan löfc bic ©leid^un- 
gen fämmtlid^ na(j^ einer ber Un6efannlen g. 35. x auf nnb fe|e 
bie fo erl^altenen Slu^brüde cinanber gleid^. 3luf biefe SBcife 
erl^ält man w — 1 neue ©leid^ungen, meldte lein x mel^r ent= 
Italien. 

33eifpiel: 'Jlr. 22. I. mx -h ny = p, 

II. ra? -h sy ==' t. 



3lu§ I. erl^ält mau 



an^ IL 



m 



a>=*-^:^. 



r 

©e|t man biefe atu^brude einanber gleid^^ fo ift 

P --n y ^ t -- $y 
m r 

III. 3)ie 9lbbition§:= ober ©ubtraction^metl^obe. 
aWan orbue bie Beiben ®lei(3^ungen, an^ benen x eliminirt h)er= 
ben foH, unb multiplicire enttoeber nur eine ober beibe @leid^nn== 
gen mit fold^en ^a^len, bafe bie ßoefficienten toon x in 
beiben gleid^ merben. Qe m6) ber ©lei^l^eit ober Ungleid^l^eit 
ber 3?orjeid^en ber ©oefficienten fann man bnrd^ ©ubtraction ober 
Slbbition ber beiben ©teid^nngen eine neue ex\)0Üen, meldte feine 
x vxef)x entl^ält. 

Seifpiel: ?ir. 87 «) I. ax -^ by -h cz = m, 

IL a^x + b^y + c^z = m^, 
IIL a^^x + b^^y + C/^z = m//. 

ajlultiplicirt man I. mit a/, IL mit a unb fubtra^irt IL toon L, 
fo erl^ält man 

IV. (asb — ab^)y + (a^c — oc/)» = a^w* — am/. 

aWuItipHcirt man IL mit a./, IIL mit a/ unb fubtral^irt IIL 
t)on n., fo erhält man 

V. (a//6/ — a^bj^)y -f- (a//C/ — a^c//)« = a^^m^ — a^m//. 

2lu§ ben ©leid^ungen IV. unb V. fönnen y unb z beftimmt 
ttjerbcn. 

IV. 3)ie »ejout^fd^e ober franjöfif(^e aßet^obe. *) 

*) El^mens d'algebre par Lacroix. §. 85. ^axisi 1815. 



gg IV. «bfdjttitt. 



$at man bie ©Ic^ungen nad^ bcn Unbefanntcn fleorbnct, fo fann 
matt eitle betfelben tnit eittcnt uttbefHttimteti gactor multi^licircti, 
beibe ©leid^utigen fiibtral^ireti uttb beti tieuen ©oefftcietitett ber ju 
elitninirenbeti Unbefatittteti gleid^ 9luII fe|ett. S)ic ttiittcis bicfer 
^ülfggleid^utig beftitntnte eitigefill^rte ©röfee fann man afebann in 
bie neue ©leid^ung einfe|en. 

gjeifpiel: I. 2a? -h 5y = 13, 

IL 7aj — 3y = 1. 

2mx -h 5my = 13m, 
Ix — 3y = 1 



(2m - 7)aj -h (5m -h 3)«^ = 13m - 1. 

Um X ju elimittiren, fe|e 2m — 7 = 0, m = J, 
.@g ift bemgemäfe 

(5 . } H- 3)y = 13 . J - 1. 

i^emetlmtg: 3!ritt tüd^renb bcr Umfonnunöcn eine ber Unbefannten, 
3. 23. X, aU gactor ber gauien ©leid^ung auf, fo ift o? = ein SBur^el^ 
mertl^ ber gegebenen ©lei^ungen. (Str. 71), 



B. Clleid)ungen oom jmeiten (irabe. 

§♦ «»♦ 

Iftleiil^iiniim Miti smeiten Atabe mit einet 
uti]befiiiititeti <fttd%e^ 

1) 6ine quabratifd^e ©leid^ung ^at bie allgemeine f^orm 

x^ -h px + q = 0. 

3Ran nennt fie rein, tpenn ba§ jtt)eite ©lieb fel^It: fonft l^eifet 
fie gemifd^t 

A. Jletne quabrattfcOe ^retcO^^O^i^- 

2) Slnleitung: 3Ran löfe bie ©leid^ungen nad^ x^ auf 
Uttb rabicire, alfo _ 

x^ = m, X = db ym. 

5) 3ebe quabratifd^e ©leid^ung l^at jtt)ei SBurjeln. ©ie lafel 
fid^ immer als baS 5ßrobuct jtueier ©leid^ungen beS erften ®rabe^ 
barfteHen. __ _ 

{x - 1/m) ((» -h j/m) = 0. 
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B. ^emtfcQfe quabrafifcQe ^(etcQüngen. 

26) I. g«>J^wcI "oon Sral^megupta unb 3Jlo]^ammcb 
ben aWufa. *) 

X* -f- px = fl. 

a?i Uttb 0^2 = — ip ± KlP* -H ?. 

39cn)ciS: äug gcometrifd^cn ©rünben ift 



(- + D' - »' 



p\ - . -.M* 



Uttb toegen 

i8 



P 



alfo 



(-!)■= 



»+?-l^ 



4 ^*' 



2^ »^ 4 



S)cr jtocite 3Burjetoertl^ fd^eint 3Ro]^ammeb uid^t befannt ge^ 
tocfctt ju fein. S9ci bcm 3ö^I^«'&rtfpißtc jc* h- 21 = 10 a? bc^ 
mcrft er nur, bafe ber ©leid^ung bic beiben SBertl^e 3 unb 7 
genügen, ol^ne jebod^ ben SBetoeiS ju geben. 

n. SDletl^obe üon SSteta.**) ©egeben fei x^ -i- pa; = g. 
©ubftituirt man für x ba^ Sinont t/ + «< tt)orin .v eine neue 
Unbefannte, z eine SBeftimmungögröfe bejeid^nen, fo gel^t bie 
©leid^ung über in 

y^ + (2ä H- p) 2/ 4- (»^ + p^ — 9) = 0. 

S5ie ®Iei(3^ung toirb in eine rein quabratifd^e üertpanbeft, toenn 
man fe|t 

2» -h p = 0. (SRefobente.) 

S)a alfo a = — f ift/ fo ift bie neue ©leid^ung 

unb . 

X = y -h z = — j(p ± l/p2 + 4g). 



*") Brahmegupta algebra, from the sansorit translated by Colebrooke, 

Öonbon, 1817. 

Abu Abdallah Mohammed ben Musa al-Khowaresmi algebra ou^almoka- 
bala, edited and translated by Rosen. ^Sottbon, 1831. 

**) Vietae, Franc, de aequationum recognitione et emendatione trac- 
tatus duo. ^arig, 1615. 



IT 



X/fti ^ cnh^eiir Scruipiai tmm «■# ks i«r Sa^c^ng 
iicferff meiteua cauM^ou« iPfito. Snd. ^. l^«ii Str. 31.) 
<^^^«el«l iet jr* + pr -I- « = •». 



et « eme wem XiwMawnt, ««. ac^ r, ^am g f amaumg egrcfecit 
bt^tkftfmwL üiMn aum Mf«'e ^I^Wa^ vr aralai f^ctnj, fe 

jp2 - 2-^^^t — iiz. j. -|_i! nJL = o. 

Taf4^ %€t^i^fbn%% bifier aiu ttt ^ftfarn SCfu^aag er^t 
maa id^itntt ^mhaautage^eu^aagfa : 



« 



2 . -' — P i _ *♦* ^ 7 _ -*^ — F*« 



Xiirc^ ßemUnatum Dfc enten Xuetriufe mr « er^It man 

uito tDftt 3^,^ -- 2, niibi Huä UMfrbea fann, ba fonft h = 1 unD x 
ttaMtiwwl bUebe^ fo bioibire maa burcb ^^ ^ ^i' u>obttT(l(^ man 

^ffh — f '2(^0 +*!» + * = 0. 

X^a hiefe ^((etc^ung jtuei SBiQfurltd^e eiU^äU, fo fe|e man 
^^ 4- *| — 0, tooratt« ^eiDorgel^t 

*o* -^ ^ = 0. (SlefoIüetUe.) 
WilfHn ifi 

V^i-pi^- V*o-pfi "" V^-pi%-^ Vh-pu 

4Vj 3ft bie ©leid^ttttg px^ ^ qar+r =^0 flegeben, fo ift 

a?i Uttb a?2 = l^lXTL^r 

t)lefe SButjeln finb beibe reell, toenn g» ^ 4pr, beibc 
imafllnär, xotww f<:4pr ift. 

'^) ^(att^icffeit; bie algebraifd^m 9J2et^oben ber 3(upfunt^ ber ÜtietaUn 
quabratlfAen^ cubifc^en unb btquabrattfd^en (^(etd^ungen. Seipjig 1866. §. 2 
uub 7. ^ie ^ict gegebene ^i(uf(öfun$ ift mit ber regala falsi §. 82. 14 ß) 
omoanbt; unb toivb mit ^ortl^eil bei @(leicl^ungen oon ber (^orm a;^ + aj?+l 
-« anoeioanbt. 
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48) S)ic aBurjcln ber üoriflcn ©leid^ung finb et na übet 
gleid^, tüenn g» = 4pr ift. 

154) ge^rfd^: 3n iebcr quabratif(3&cn ©Icid^ung ift 

a) ber negatiüe ßoefficietit beS jtoeiten ©liebet 
gleid^ ber ©umme ber beiben SBurjeln; 

b) ba^ abfolutglieb gleid^ bem 5ßrobuct ber beiben 
SBurjcln. 

Setoei^: Se^eid^nen tt)ir bie beiben SBurjeln mit x^ unb x^, 
fo tt)irb bie ©leid^ung erfüllt bur^ bie 3Cnna]^men x == aPiUnb 
X = x^ ober e^ ift 

x — a?i = 0, 0? — x^ = 0, 
3Rultiplicirt man biefe binomifd^en ©leid^ungen 

(x — a?i) (x — Xg) = x^ — (a?i 4- iCg) « + x^ x^ = 0, 

fo fann man offenbar biefe neue quabratif(j^e ©leid^ung mit ber 
urfprünglid^en ibentificiren. S)ie§ gibt bie beiben S5ebingung^:= 
glei(3^ungen 

i«^l -+- «^2 = Pf ^A = ?• 

C^rtgonometrtfc^e duffofung ber «gfetc^ungen oom ^mäkn ^taOe. 
166) auflöfung: ©egeben fei x» =fcpx = q, bann ift 

©ubftituirt man ± p = 2\/q * cot X, fo ift 
mitl^in 



^ = -^Yq cot X-^ l/q : sin X = ]/q (-: — r — co^ Xl 

^/~1 — C09 X ,/- ^ X 

a?2 = — j/g co^ A — l/g : Jt» X = — j/g (-: — r -H co* x) 

\sin X / 

^/- 1 + cos X ,/- , X 

167) Sluflöfung: @cgeben fei ap^ dbpa? = — g, bann ift 

a) 4g < p2, ©ubftituirt man =fc| =^ i^^g : «« A, 
foift 




/ 



i 
/ 



n 






€OSK 



— Jf««.^. 






1^ ^ 



»0 xn 

X =^ — Kf • roj ^ ± ^9 {com ^ — 1) = 



Xj = — l^f (eoi ^ — «» ^ J^^X 



JleäjNrate ^Cnc^toiteii (oberen graues, Me ftf| aaf ^fetD|imgen 
hfs jmeitefi ^rabcß inrailfiiQreii (dlTen. 

183) x* + Äx« -♦- *x» -♦- «c + 1 =0. 

(Srllärttitg: ^leciprole Slei^migen ftitb fold^, mdtd^e 
biefeltot bleiben, toeim man ^x für x etnfe|t. 6mb fte üon 
gerobem (Shrabe, fo laffen {te ft^ ßets auf eine @let^itng wn ber 
balben Orbnnng rebuciren. 

!Se|tfa^: S)ie ©leid^ungen üon ungerabem @rabe 
ber formen 

X* ± ax* + fcx' + 6x* ± ax -4- 1 =0 

l^aben ben Factor x + 1; l^ingegen 

X* + ax* + 6x' — 6x* — ax — 1 = 0, 
X* — ax* + fcx* — 6x* -4- ax — 1=0 

ben g^ctor x — h 

8e|irfa$: 3ft ein itotu ober mel^rgliebriger 9lu$:: 
brud ber Unbefannten ein f^actor einer gegebenen 
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©Icid^ung, fo liefert bu^x gactor gleid^ 9ZuU gefegt 
eine bcfonbere Sejlimmung^gleid^ung für bie Unbe^ 
fantiten. 

SBcifpiel: SRr. 192. x^ -^ ax^ -h ax -h 1 = (a? H- 1) 
(x^ -h ax — X -h 1) = 0, 

^ieraug gelten l^crtjor bie jtoei ©leid^ungen 

a? -h 1 = 0, 35* -h aac — o; -f- 1 =0. 

ainbere öeifpicle finb 5Rr. 196, 204, 218. 

Siigonometrifc^e duf[6fimg bet rectproRen ^feicOungen. 

®^ fei gegeben 

x^ -h ax^ + 6a;* + aa? + 1 = 0. 
©egt man 

2j/-.6-h2 . ^^ i/ r^ 

tan 2« = -^ , stn 28, = — r — r • tan a, 



sin 2/^2 == f __ ^^*, Q • cot a, 



-4 

6 + 2 

fo ift 



<ftleiil^itn(ien t^ont giveiieii Iftm^e mit müderen 
niilief^iititeti <fttdtem . 

Anleitung: 3«^ algebraif(!&en äuflöfung bebient man fid^ 
ebenfalls ber in §* 65 angegebenen äRetl^oben. 

3nr (Slimination ber Unbelannten ans ©leid^ungen ^on }n)ei' 
Xzn unb l^öl^eren ©raben fann man fi(^ oft mit SSortl^eil ber 

SKetl^obe beS gemeinf(3^aftli(^en S^l^eilerS*) bebienen. 

»eifpiel §. 73, 9ir. 46: 

I. — a:» + 6a?y — 9»« + 4a? — 12y = 4, 
n. a;2 — 2ajy + %f — 4» -h 5y = 53. 



*) SSerglcidJc Francoeur, Cours de Math^matiques pures. §. 522. ^arid^ 
1837. 




r 

^ 






1 1 



ith(. mir J - • , X = 









f -^ 



't— * 



f»« 



i— ; 



lidk« Xi^lm ^er moi!^ Snm;<n rm r «^niwtn Ssl^ride 
wn f nuialt. iBdl aber A irar X aU~-:b :)?b1 ^aüb, f c tit il 

an^ WÜfn 9ia6ftm% f sffnfen snr^. ^a ITx ~ i ))if Iti6e= 
iawU X mr wm^ ts brr rritoi ^i»; ntt^oü, fc taxn vblm Die 
a«^ brr mr A,. grfnbfHm Smhr f is Dir Sbü^nns 

Ä.-i = 

fttb^tUttirrtt iinb foiiut bie {Ojc^drigeH Sert^ pon x nnben. X'ae 
t>otftel^etibe Seifpirt totrb onf fot^eiibe Srt hntifßJtU 

L »« — ftry — 4ir + 9f * -h 12f -h 4 = il =0, 

IL a?* — 2jjf — 4a? + 3»^ -h 5f — 53 = i4. = 

, = 1, B = — 4flry -h ^« + 7f -h 57 = 0. 

^ultipacirt man As mit — 16y', alfo 
- 16y«. i4. = 16a:y — 32i?y^ — 64a;f2 ^ 4e^4 ^ gO^^ 

- 848^2 = 0, 

unb biüibirt burd^ R, fo crl^ält man 

- 16y2 . g^ = 4xy - 2y^ - 9y + 57, 
- 16y« . «i = 36j^ -4- 12y3 - 683^^ - I14y + 57« = 0. 

^a fid^ l^ierau^ bie 33BurjeI jiel^cn lä§t, fo rebucirt fid^ bic 
^(Bleid^ung auf eine quabratifd^e, nämlid^ 

Cy« -h y ~ 57 = 0, y, unb y, - - A[l ± 37]. 



§. 77. !Dio))^anttf<^e SUid^ungen. 95 

6u6fUtutrt man btefe äSertl^e in R, fo finbet man 

. ri ± 37 — 2281 
T,unb», = |[^ 1:A.37 J- 

15) ^n toielen gälleti gelingt e§, bic gegebewn ©(eii^uwgcn 
auf bie ©leid^witgen 

^y = P/ a;y = p. 

jurürfjufül^reii. 5Reucrbmg« ift tjon görftetnann *) iinb $eig**) 
gejeigt, tt)ie man biefe wnb ä^nlicle ©(eid^ungcn mit $ülfe 
goniometrifd^er Functionen auflöfen fann. 

SSeifpiel: 5Wr. 26 «). a:y = a, a;^ -i- y» = 6. 

Slufföfung: 6oßen x unb j/ reett fein, fo mu^ h^ 2n 
fein. üRan fe^e 

a; = j/ft • «i« A, y = j/fc • cos a, 

bann ift 

a = 6 sin X • co« A, alfo sin 2 a = 2a : 6. 

3ft aber h < 2«, fo fe|e man 

a? = j/a(coÄ« -4-«»« • Y — l), y = ^aycos a — sin a •!/— l)^ 
xy = a, x^ -h y^ = 2q(cos tt? — sin o?) = 2a cos 2« = t, 
alfo 

CO« 2a = h \ (2a), 

C. iQtopl|antifd)e %leid)un0tn. 

$iftorifc^e§: !l)er SKeyanbviner 35iopl^anto^ h)irb getüö^in' 
U(ä^ ate ber ©rfinber ber fogenannten „unbeftimmten älnal^^ 
tif" bejeid^net^ @r lebte nad^ SombeUi um 160 nad^ ß^r., nad^ 
älbulfarog um 360 n. 6l;r. unb fd^rieb arithmeticorum libri VI, 
eigentUd^ XIIT, inbefe finb bie anbeten bi^ auf ein gragment be^ 
Vllten üetloren. 3)iefe^ SBerf ift juerfi commentirt üon ber $^t)atia 
(400) unb üon äbul SBafa (970). äuBerbem fd^rieb ber 3nber 
Slrpabatt^a, tüal^rfd^einlid^ S^itgenoffe t)on S^io^^ant, ein SBerf 
über ©eometrie unb Slritl^metif, toorin er bie unbeftimmten 



*^ 



*) Sötftemann, Uebft bie ^uflöfung quabratifc^er; cuMfd^er unb biqua 
braitfc^et ©(eid^ungen mittels goniometrif(^er (Functionen, ^anjig 1886. 
**) §eiß, Xvigonomettie VIII, 110-117. 
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^ 



M IV. 



®(ettl^itimrK ^m^ 6au oEgrn.irf 9lft^c^e osllctie. 9it9 fernen 
perloren geijaH^ea» Sertem ictcrne trt ^eXxt Sra^egupta 
(um 650 IL &tT.^ tffieii St^e^ij as# bes Siniftnt überfett ifr 
(^Dfcgl. §. 69*;. örabmecjitrut enjE^ and^ eiie fRet^be, bic 
nnbefttmnitfii Sleufem^eM i&eites 8rJ^e<^ ollgeveni an^sldfen, 
loetiii eine Der Sundv brfosHt in. ^i itt tiefdbe äRet^ebe, 
toeU^ vbn eis ^^^^noiaeu^ frdter ros 6«Ier gegebea üt. Senn 
num oSott ber 3^^<^xki^ @taiibeH fcbeB&B ^aTf, fo fmben mir 
bie äbeften Sporen (er mttvnimmteH Snolimf bd ben S^inefen. 
%nn^Stia^%^df<um fcfrrieb mn 2^00 r. 6br. da »itc^ fiber Sri^ 
metif^ bemmitt Aiu^tfcbong^ tre((be^ ^Sfüride au« ber befttmmten 
unb ttnbeftimmlen SnalmS entbälL Später fcbrieb ber Slgebrifi 
Btm^^^t ramer^ beS S^ämme^ pok 2«j6 p. 6^. btö 300 
n. (Sfyc. lebenb) boS Siu^ Xo^^en (groB^ ertDettenmg), \Dddft& 
übet baSfetbe (Sxvfntd ^anbeb. 

Sorbemertnngen: 3n bem porange^beti X^eile be^ 
IVten abf^üteS tpurben Stdd^ngen geldft, bereit gegebene 
9nja^l ber ber Unbefottitten glei(!b ift. 9>te Uitbefaintteit baben 
bamt itnnter nur eine beflintntte Sbija^I Pon Sertl^. ^ 
aUe^ biefeS nkl^t ber %afl, fo tonnen gegeben fein 

a) me^r @(eid^ungen als tbibdonnte; 

b) ipeniger @Iei^itgen als tlnbefannte. 
3)emgem&^ tptrb bie SQgebra einget^eilt in 

1) bie befiimmte Snal^tif; 

2) bie antet^obe ber tDa]^(^ein{id^en SSert^; 

3) bie nnbefüntmte Snol^til. 



XeifpteC ber beflimmten Anal^tik. 

«* = 4a; + 5. 
man finbet nad^ §. 69. 26) a?! nnb aj^ = 2 ± 3, 

%eifpte( 5er fiöetbeflimmten Anaf^tift ober ber 3iTef^obe ber 

usa^rlc^einftrQften UTert^e. 

Stngettotnmen, man l^abe bie nnbefanntc ©rö^e x iuxi) 
tpieber^olte aUeffungen ober SSerfud^e gefud^t unb nad^ dnanber 
gefunben 

a? + 4 =0, 

« + 4,2 = 0, 

a? + 4,1 = 0, 

a; + 3,9 = 0. 



S)a man bie tt)<i]^re ®xö^e x nid^t lenitt, fo entl^alten bie 
gegebenen ©leid^ungen t^^Ier^ n)el(i^e mir mit e^ d^ t>n d/// be^ 
jeid^nen, alfo 

a? + 4 = t?o , 

0? + 4,2 = ©/ , 

0? + 4,1 = f?// , 

a? + 3,9 = c/^rf. 

9{un mirb in ber l^öl^eren 9)lat]^ematil gezeigt, bajs ber xoafyc-- 
fd^einlid^fte äBettl^ ber Unbetannten x berjenige ift, für meldten 
bie ©umme ber gel^lerquabrate ein SRinimum mirb. ©g fei alfo 

{x + 4)« -h (a? -h 4,2)« + (x + 4,1)« + (a? + 3,9)« 

= f?o« + f?<« -h ©rf/« + ©/rfrf« = Fnün • 

S)ann ift 

«« + 8,1a: + 16,415 = ?, 

4 



a; =^ - ^ =lrV 16,4025 - 16,415 + J. 

6^ fann alfo V ein SRinimnm toerben, nämlid^ — .0,05* 
5Dann ifi a? = — 4,05 (aritl^etifd^e« aWittel). 

XetfpieCe ber unGeftimmten Anaf^ttft 

ober ber ©iopl&antifd^en ©leid^nngen entl&ält §. 77. 

gttl&rt eine Snfgabe anf toeniger ©leid^nngen atö Unbefannte, 
fo bleiben einige millfürlid^. »efel^alb laffen biefe ©leid^nn^ 
gen im Sdlgemeinen nnenblid^ tnele Söfnngen gn. 3nbeg mirb 
immer bie ' ^ebingung l^injngefügt, ba^ bie gefnd^ten 3Snr}eln 
gange pofitiDe, ober minbefteniS rationale ^(x^\^ ]dn \tlttxi,. 
^iebnrd^ toirb bie Slngal^l ber SßJnrjeln oft auf eine geringe be^ 
fd^ränft. 5Daneben fann jebod^ anci^ ber gaU eintreten, bafe bie 
änjc^l ber SEBnrjeln 9lnll ober oo ift. Qn lefeterem gatte fprin= 
gen biefelben jebod^ nid^t immer leidet in bie Singen nnb liegen 
oft loeit m^ einanber, j. 8, : 

a?8 + (a? -4- yy + (x + 2yy = »». 

a?! = 3, yi = 1, »1 = 6, alfo 3» + 4» + 5» = 6». 

x^ = 1839, y, = - 1871, », = — 876, alfo 
1839» + (-32)» + (- t903)3 = (- 876)». 

®ie attgemeinfte tjorm ber ©leid^nngen toom Iften ®rabe mit 
lXo^x Unbelannten ift 

aa? ± fcy = c. 

fKatt^ictfcn, (Somm. au ^ie* €atninl. 7 






i 



tv. ittfiMtt' 



SSenn bie 9(ttflöfuttg ilberl^au^t mbgfiäf x% fyst bie erße 
®Iei($uttg eine begrän}te ^[nja^I äSurjeln^ bie jtoeite eine 
unbegränjte. S)ie ©leid^ung 

Äflc — 6y =3 

]&at ebetifattiS eitte unbegränjte ättjal^l iooti Sluflöfungen, bie 
©leid^ung 

aa? + 6y =» 

leine einjige. 

4) aSetl^obe t)Ott ©uler- 

5a? + 7y = 52. 

9)tan brä(ft junäd^ft bie Utibetannte mit bent Heinflen Soeffi^ 
cienten burd^ bie übrigen ©lieber au^, alfo 

a; _ g _ lu y g . 

2v — 2 
©oH o; eine ganje ^ö'&l tnerben, fo mufe -^^-^ — •'eine gotije 

fein, alfo ettoa z, fo ifl 

« = 10 — y — s, -'— 5^ — = a, 



2j,-2 



y = 2» -I- 1 
s = 2t. 



2 

2' 



2 



«, 



3Hldtodrt8 fubüituirt 

y = 5* + 1, alfo bt + 1 > 0, t 
a, = 9 — 7*, 9 — 7« > 0, * 

hieraus ergeben ftd^ bie äBurjelQ^ertl^e 






< = 0, 1. 
y = 1, 6. 
sc = 9, 2. 

aWetl^obe toon Srpabattl^a unb »ad^et be SRejiriaf. 
Sie befielt in bem Sluffud^en be^ gemeinfd^aftU^en %f)eilet^ ber 
©oefficienten ber Unbefannten. 6^ fei 

ar» — 6y = c, UM) 6 <: Ä ifi, 

unb a = ^6 -h c, '}o tt)irb y =« ^Ix -4- «, 

6 =T= JSc -I- d, X = ß» + *, 

c == Cd-h e, -5 = C* 4- ti, 

d^ De, t ^ Duikzc. 



3tt ber leiten Seftlntmung toirb + c genommen^ tocnn bie 
%niai)l ber SJefünimungen ungerabe ifi, fonft — c. 

3m ©runbe fättt biefe HRetl^obe mit ber ber Äettenbrfld&e 
gufammen. (SSergleid^e §. 87,) 3Äan gebe nun ber ©leid^ung 
5aj 4- 7y = 52 bie gorm 

7y - 5(- x) = 52, 

f ergeben ftd^ f olgenbe Seftimmung^gleid^ngen : 

7 = 1 • 5 + 2, (- a?) = 1 . y + a, 8Wld!tt)ärt^ 

5 = 2.2+1, y =2.» + f, y=:5f— 104, 

2 = 2.1. 15 = 2f — 52. a?= —7^-156, 

S)ie SBebingungen, bafe y unb a? pofttiü unb ganj feien, finb 
t>2% t< 22f ©e|t man alfo f -f. 21 = t„ fo toirb »ie 
oben 

y = 5/i + 1, ap = 9 — It^. 

11) aSenn bie attgemeine gorm ber ©leid^nng 

ax — by = c 

ift, fo fann man immer annel^men, bag a, b, c feinen gemein^: 
fd^aftUd^en gactor l^aben. ©oll bann eine Söfung in ganjen 
3al^len mJglid^ fein, fo muffen a unb b relatio fein. *lS:)enn fonjl 
toäre o = a * «j, fc = a . ft^ unb 

ax — 6y == a{a^x — ft^y) = c, 

olfo offenbar a aud^ ein 9RaJ3 oon c, toa^ gegen bie 9ln^ 
nal^me i% 



17) Anleitung: @inb mel^rere ®leid^ngen 

ax -^ by =^ c, 
atx — fcrf* = C4f 
aax — 6/rff> = c//, u. f. to. 

gegeben, fo löfe vxoxi bie erfte auf unb fubftituire ben äBurjeU 
»ertl^ X ^ a -{- ßn in bie jioeite u. f. f. • 

29 «) 5£)iopl^antifd&e @leid^ungen, in benen ^robucte ber Un- 
befannten borfommen, l^eigen jufammengefe|te. 

@uler'fd^e SRetl^obe. ©egeben fei 

xy ^ ax ^ by ^ c* 

7* 



i 



^ 



IM §• 79. <S»eic|imgeti. Y. SCBf^itHi* 



S)atm ifi 



c — ax ab -i- c f • g 



y = ___= _a -*-——.= -a 



6 + ap flc-l-6 ap-hfc 

@inb f uttb <)f bie jtDei ^actoten beS älu^brud^ ab -^ c^ 

foift 

36) S)ie aUflenteinfic gorm bcr ©leid^ungen toom jtDeltcn 
@rabc mit 3 Unbefannten ift 

Ä* + ö(a? + 6y + c) a 4- dx^ -4- ßj?y -4- /]y* + gfi? + A^ + i == 0, 

unb tiad^ « aufgelöft 

Um rationale SBSertl^e für bie Sffiurjeln ju erl^alten, mufe man 
fud^en ben Sftabicanben in ein DoIIfommenei^ üuabrat ju t)er= 
toanbeln, tt)ag wifien^ xa&^xäi ^% ^enn entloeber A ober F 
Quabrate unb einige ©lieber 5RuIl finb. SRan fe|e j, S5.: 

a*a?» -h Bxy + Cy« = (aa: + my)«. 

3n anberen ^äUen mu^ man fud^en^ eine 98urjd ju erratj^, 
mittete beren beliebig biele neue Sßurjeln gefunben toerben* 



n 0t> 



gtttttfiex %mn^- 



^«A^^^^M 



^rogreffionen/ fietteniiril(|e mb ^l^eilftrtt^reil^fii. 

D. |9ro0rerfi0nnt. 

■ « 

Gebeutet a ba^ älnfang^glieb, t ba^ @nbglieb, n bie ^ijal^l 
ber ©lieber, d bie Sifferenj, « bie ^nvxmt aller ©licbear, fo..i^. 

I. t = a + (n — l)d. 
n. « = Jii(o + =*= i»[2Ä -I- (ii — l)d]. 



§. 81-82. ^ogtefftonen. IW 

1) S)efittitiott: Unter einer aritl^metifd^en ^ßtogref* 
fion ober SReil^e toerflel^t man We Slufeinanberfolge berartig 
fortf(J^reitenber S^iflmQxb^en, bafe ber Unterfcä^ieb (SJiffcrenj ber 
aieil^e) je jtoeier auf cinanber folgcnben ©lieber eine conftante 
@röge ifi, alfo 

a, a + d, a '\- 2d, a -*- (« — 2)d, a + '(« — l)d. 

2) Sil We conftante S)ifferenj d pofitit), fo ifi bie ^ßrogref* 
fion eine junel^menbe, ift d negativ, eine abnel^menbe. 

4) 8cMtt$* ®i^ Summe s ober ba§ fummatorifd^e 
©lieb, toeld^e^ aud^ tool^l burd^ 2t l&ejeid^net toirb, 
toirb gefunben, toenti vxai^ bie Summe beS erfien unb 
leiten ©liebeiS mit ber l^alben 3lnja]^I ber ©lieber mul^ 
tiplicirt. (gormel E.) 

a3ett)eig: 3Kan fd^reibe bie ©lieber ber SReil^e in umgefel^r^ 
ter Drbnung unter biefelbe unb abbire: 

a, a -¥■ d, a + 2d, a-i- (n^ l)d, 

a -4- (n — l)d, a +(9$-^ 2)d, a -4- (n— 3)rf, . • . . a, 

2a + (»- l)d, 2a+(n - IH 2aH-(n-lK • • • • 2a-l-(n-l)(i. 

mt^in ift ^°^ 

^-t = « = i»[2a H- (n— l)d] = Jw(a + t). 



§♦82. 

^toüteffionen. 

14) 8ejei<]^net man baS nte ©lieb ber ©ubfHtutionen mit 
c + (fi — l)d, fo ba§ man für n = 1 ba^ erfte c erl^lt, fo ift 

y = a[c + (fi — l)d] + fr = (ac + 6) -4- (fi — 1) ad. 

SWitl^in ift ac + 6 bas Slnfang^glieb, ad bie 3)ifferenj. 

16—22) allgemeine @a|e tjon ben aritl^metifd^en 
Sleil^en pl^erer Drbnung. 2Bir tooHen annel^men, bafe bie 
©lieber ber SÄeil^e 

Po Vi y^ — y«-i 

bie auf einanber folgcnbcn 5?Bert]^ einer rationalen ganjen alge= 
braifd^en Function, j. 33.: 

barfteUeU/ inbem man in berfelben filr x naii) einanber bie 
aSBertl^e j; = 0, 1, 2, 3, einfefet. S)ie einjelnen ©ubftitutionen 



j 



92 IV. ÄBfdJttitt. 



ntitl^itt 

* '^l sin X tin k] '^ sin k 



= -yqtan^; 



[^ Sin X sm kj s%\ 



cos \ 



sin k 
= — Vq cot ^. 

ß) 4q> p^. 6ubftituirt matt ± | = j/^ • co« &, 

fo ift 

oj = — j/(|f • CO« ^ db l/q (cos ^2—1) = 

— J^g • CO* ^ ± |/g . «m ^ j/— 1/ 

mitl^in _ 

^1 = "" l^lCcos ^ -^ sin & }/— iX 
Xg = — l/g(cos ^ + m ^ |/— U- 



Jlectpcofte ^fetc^ungen Qö^^ten ^tabes, bte ftc^ auf ^fetc^ungen 
hes jroetten «gtabes jurMfü^ten faflen. 

183) aj* + aaj^ -4- frrc» -4- aa? + 1 = 0. 

erlUruttfl: 3lecij)rofe ©leid^ungcn finb folcä^e, ttjclii^c 
biefelbctt bleiben, toenn man Vx für a? einfefet. @mb fie tjon 
gerabem @rabe, fo laffen fie Ti^ ftetö auf eine ©lei^ung wn bcr 
falben Drbnung rebuciren. 

Se^rffi^^ ®i^ ©leid^ungen t)ott ungerabem @rabe 
ber gormen 

X* ifc öx* -h brc^ -I- 6«^ zfcr aj? -h 1 =0 

l^aben ben gactor x -h 1; l^ingegen 

aj* -4- ax^ -4- 6a:' — fcaj^ — a» — 1 = 0, 
x^ — aaj* + bx^ — 6a;^ + ao? — 1 =0 

ben gactor a? — L 

8eMö$* Sft ßiit jtoeis ober mel^rgliebriger 3lu§= 
brud ber Unbefannten ein gactor einer gegebenen 



§. 69-73. ®leid^ungm oom aroeiten ®rabe. 93 



©leici^ung, fo liefert bi'efer gactor gleici^ SRuU gefegt 
eine befonbere Seftintniung^gleid^UTig für bie VLnie- 
fannten. 

»eif))iel: SRr, 192. x^ -h ax^ -h ax -h 1 = (aj + 1) 
(x* + oa; — x -h 1) = 0. 

ipieraug gelten l^erüor bie jtDei Oleid^ungen 

0? -h 1 = 0, x^ -H arc — X + 1 =0. 

ainbere Seifpiele finb S«r. 196, 204, 218. 

S^i'tgonometrtfcQe dupfung ber reciproften «gfeic^ungen. 

@^ fei gegeben 

X* -4- ax* -4- 6x* + ax + 1 = 0. 

©efet man 



21/— fc^2 i/ 4' 

tan 2« = -^-— , sin 2ß, = -|/— ^-^. fan «, 



«in 2/^2 = y — ^ , ^ • co^ «, 



6 + 2 

fo ift 

Xj = — ^an ^1, Xg = — cof /^j, Xg = cot ß^, x^ = tan ß^. 



Iftleid^uiiiieti i^otn stt^Hten Svn^e mit meldeten 

Einleitung: 3«^ algebraifd^en Slnflöfung bebient man ^i) 
ebenfalls ber in §. 65 angegebenen SWetl^oben. 

3ur @limination ber Unbekannten au^ ©leid^ungen üon jtpei^ 
ten unb l^öl^eren ®raben fann man fid^ oft mit SSortl^eil ber 

HRetl^obe be^ gemeinfd^aftlid^en Xl^eiler^*) bebienen. 

»eifpiel §. 73, 5Rr. 46: 

I. — x2 + Qxy — 9y« + 4x — 12y = 4, 
n. X« — 2xy -h 3y« — 4x + By == 53. 



*) 9Serg(eid&e Francoeur, Cours de Mathdmatiques pures. §. 522. 35ari8, 
1837. 




1 



94 IV. 9l6f(5nitt. 



SRebwcirt man beibe ®leid^wngen aitf 9hill nnb be}ci(]^net fte 
refp. mit A = 0, A^ =^ 0; finb ferner x = «, y = ß äh)ei 
}ufammengef)örige Sffi^rtl^, rveldbe i4 = nnb i4. = erfüU 
len, fo ift 



A 


= q ' A^ 


+ Ä, 


Ai 


= qs R 


"l~ R*f 


R 


= q44 Rj 


+ H>/^ 



An— 2— fl'ü An — 1-+- fiii. 

SBenn man auf biefe 3lrt bic 3lnffu(i^nn9 be^ gcmeinfd^aft- 
lid^en 2:i^eiler^ ber nad^ ^potenjen toon x georbnetcn Slu^brndfe 
A nnb A, fortfeftt, fommt man jule^t auf einen Steft Ä„, n>el(j^er 
nur y enthält. äBeit aber A nnb A^ gleid^ 9?ua finb, fo ift R 
ebenfalls SRutt nnb fo atte übrigen Slefte, mithin ift and^ 

An = 0, 

au^ mcld^er ©Icid^nng y gefunben toirb. S)a Ä„-i bie Unbe- 
fannte x nur nod^ in ber erften 5ßotenj entl^ält, fo fann man bie 
au^ ber für Ä„ gefunbenen SBertl^e y in bie ©leid^nng 

fubftituiren nnb fomit bie jugel^örigen SBertl^e üon x finben. Da^ 
tjorftel^enbe ©eifpiel tt)irb auf folgenbe Slrt bered^net: 

I. x^ — Gxy — Ax -h 9y^ -^ 12y -h 4 = 4 =0, 

IL x^ — 2xy — 4a; + Sy^ ^ 5y — 53 = .4. = 0. 

q = 1, B = — 4a;y + 6y2 + 7j/ + 57 = 0. 

aWultipHcirt man A^ mit — 16y*, alfo 
— 16y2 . 4. = l6xY — 32ajy3 _ 64^.^2 ^ ^g^i + gOyS 

- 848y2 = 0, 
nnb biüibirt burd^ R, fo erpit man 

~ 16y2 . ^^ == 4^y _ 2y2 - 9y + 57, 
- 16y« . Äi = 36y* -4- 12y3 _ 633^2 _ 114^ + 572 = 0. 

®a fid^ l^ierau^ bie SButiel jiel^en läfet, fo rebucirt fid^ bie 
y@leid^ung auf eine quabratifd^e, nämlid^ 

6y« + y - 57 = 0, y, nnb y, = - ,V[1 ± 37]. 



§. 77. O^iop^ontifi^e ®(n(|uns(n. 95 

©ubfüttiirt man biefe SBcrtl^e in R, fo finbet man 

. , fJ ± 37 - 2281 

T,mhx,^l\ 1:^.37 J- 

15) ^n toielen gaffen geliuflt e^, bie gegebenen ©teid^ungen 
auf bie ©leid^nngen 

^y = Pf ^y = P' 

jurürfjufül^ren. 3?encrbing^ ift tjon görftentann *) nnb $eig**) 
gejeigt, tt)ie man biefe nnb ä^nü(|e ©(eid^nngen mit $ülfe 
goniometrifd^et gnnctionen anflöfen fann. 

SSeifpiel: 5Wr. 26 «). xy == a, x^ -^ y^ = b. 

3lnf(öfnng: ©offen x nnb y reeff fein, fo mu^ b ^ 2n 
fein. ÜRan fe^e 

a; = j/ft • «iw A, y = yi • CO« A, 

bann ift 

a = 6 «in P. • cos l, alfo «t« 2 A = 2a : fc. 

3[ft aber 6 < 2«, f o f e|e man 

x = ya\cosu -{-sina • }/— l), y = j/a(co« a — äi« a «l/— l)^ 

ary = a, rc^ + y* = 2a{co8 o? *— sin a*) = 2a cos 2« = t, 

alfo 

CO« 2a = 6 : (2a). 



C. i9topl|anti|ci)e %leid)un0tn. 

^iftorifc^eö: 35er SHeyanbriner 35iopl^anto^ iüirb gelpö|in' 
li(ä& al§ ber ©rfinber ber fogenannten „nnbeftimmten älnal^^ 
tif" bejeid^net^ @r lebte nad^ ©ombeffi yxx(^ 160 nad^ ß^r., nad^ 
älbnlfarog nm 360 n. 6^r. nnb fd^rieb arithmeticorum libri VI, 
eigentUd^ XIIT, inbcfe finb bie anbeten biö anf ein gragment be^ 
Vllten üerloren. 35iefeS SBerf ift jnerft commentirt üon ber $^t)atia 
(400) nnb t)on äbnl SBafa (970). änfeerbem fd^rieb ber 3nber 
Slrpabattl^a, n^al^rfd^einlid^ 3^it9^^<>ff^ ^'>« ©io^j^ant, ein SBerf 
über ©eometrie nnb Slritl^metif, toorin er bie nnbeftimmten 

*) f^örftemann, Ueber bie ^uflöf ung quabtattfd^er; cubifd^er unb 6iqua- 
braitfc^er ©Uid^ungen mittels goniomettifc^er Functionen, ^anjig 1886. 
♦*) §eiß, Xvigonometrie VIII, 110-117. 



I 




96 IV. 9[(f4nüt. 



©Icid^ungen bwrd^ eine attgentcinc TOetl^obc auflöfte. Xu^ feinen 
üerloren gegangenen SBerfen fc^öpfte ber Qnber Sral^ntegnpta 
(um 650 n. 6^r.), beffen 9l(gebra au§ bem ©ans^frit fiberfe^t ift 
(üergL §. 69*). Sral^megnpta erfanb and^ eine 3Ret]^obe, bie 
unbeftimmten ©leid^nngen gtt)eitcn ©rabe^ affgemein auftulöfen, 
tt)enn eine ber SBnrjeln befannt ift. @^ ift biefclbe aßet^obe, 
»eld^e über ein 3al^rtaufenb fpäter.üon 6uler gegeben ift. SBenn 
man aber ber 3ritred^nnng ©lauben fd^enfen barf, fo finben ipir 
bie älteften ©puren ber unbeftimmten Slnal^tif bei ben ßl^inefen, 
Stfin^Äiu^Xfd^aou fd^rieb um 2600 t). 6br. ein S3ud^ über 3lritb= 
metif, benannt Äiu^fd^ang, njeld^e^ 33eifpiele au§ ber beftimmten 
unb unbeftimmten Slnal^ti! entl^ält. Später fd^rieb ber SHgebrift 
Sun=2gie (innerhalb be§ 3eitraumeS t?on 200 ü. 6br. big 300 
n. &)x, lebenb) baS S3ud^ a^i^^en (große @rtoeiterung), loeld^e^ 
über ba^felbe Kapitel l^anbelt. 

SJorbemerfungen: 3n bem üorangebenbcn Xl^eile be^ 
IVten Sttbfd^nitteö tourben ©leid^ungen gelöfi, bcren gegebene 
Slnjal^l ber ber Unbelannten gleich ift. iCie Unbefannten l^aben 
bann immer nur eine befiimmte Slnjal^l t)on SQSertl^en. 3ft 
affeg biefeg nid^t ber gaff, fo fönnen gegeben fein 

a) mel^r ©leid^ungen atö Unbefannte; 

b) toeniger @lei(|ungen al^ Unbefannte. 
©emgemäfe loirb bie Sllgebra eingetl^cilt in 

1) bie beftimmte Slnal^tü; 

2) bie aJletl^obe ber »al^rfd^einlid^ften SBertl^e; 

3) bie unbejHmmte änöi^tif. 



Xeifpief bec öeflimmten Anarqtt&. 

a;^ = 4a? -4- 5. 
3Jlan finbet nad^ §. 69. 26) x^ unb a?^ = 2 ± 3. 



iKeifpier bec u6er6eflimmten Anaf^tift ober Dyer 3iTefQo))e 5er 

a9a^r|c^etnrtc$|ien UTert^e. 

Slngenommen, man l^abe bie unbefannte ©röfee x bnrd^ 
n)ieberl[^olte SReffungen ober SSerfud^e gefud^t unb nad^ einanbev 
gefunben 

oj + 4 =0, 

a; + 4,2 = 0, 

a? + 4,1 = 0, 

a; + 3,9 = 0. 



S)a man bie rodfyce ®x6%e x nid^t tennt, fo entl^ten bie 
geflebcnen ©leid^ungcn geißlet, tocW^c mir mit t?o ©^ ©// t?/// be- 
seidenen, alfo 

a? + 4 = f?o , 
0? + 4,1 = f?// , 

3lutt tt)irb in bet l^öl^cren SDlatl^ematif geacigt, bafe ber toal^rs 
fd^einlid^fte äBettl^ ber Unbelannten x bei^enige ift, für meCd^en 
bie Summe ber gel^lerquabrate ein SRinimum tt)irb. ©g fei alfo 

(x -h 4)« -h (a? -h 4,2)« H- (x -h 4,1)« + (a? + 3,9)« 

= ©0« + t?<« -h ©//« -h t>///« = Fmin* 

S)ann ift 

«« + 8,1a: + 16,415 = ^, 



a? =^ - ^ =lrV 16,4025 - 16,415 -h ~. 

g^ fann alfo F ein SRinimum merben, n&mliä) — 0,05. 
©ann ifi a? = - 4,05 (arit^metifd^eS aWittel). 

XetfpieCe ber unGeftimmten Anaf^tift 

ober ber S)io))]^antifd^en ©leid^ungen entl^ftlt §. 77. 

^I^rt eine Aufgabe auf Weniger ©leid^ungen afö Unbetannte, 
fo bleiben einige toilltilrlid^. S)egl^alb laffen biefe ©leid^un^^ 
gen im SlQgemeinen unenblid^ Diele ßöfungen ju. 3nbeg toirb 
immer bie ' Sebingung l^injugefügt, ba^ bie gefud^ten SBurjeln 
gange pofitiDe, ober minbefieniS rationale 3^^^^« f^^ foK^w- 
^ieburd^ loirb bie Slngal^l ber SBurjeln oft auf eine geringe be* 
fd^ränft. S)aneben fann jebod^ aud^ ber %aU eintreten, bafe bie 
Slnjal^l ber SSurjeln 9lutt ober oo ift. 3n lefeterem gaUe fprin^ 
gen biefelben jebod^ nid^t immer leidet in bie Singen unb liegen 
oft loeit au& einanber, j. 8. : 

x^ -^(x -i- yy + (x + 2y)» = a». 

a?! = 3, yi = 1, »1 = 6, alfo 3» + 4» + 5» = 6K 

x^ = 1839, y, = - 1871, », = — 876, alfo 
1839» + (-32)» + (- t903)3 = (- 876)». 

®ie aUgemeinjie ^otm ber ©leid^ungen t)om Iflen ®rabe mit 
jroei Unbelannten ifl 

aa? zfcr 6y = c. 

äRatt^ictfcn, (Komm, au ^e' 6aniinU 7 



S8 tv. tÜi^mltL 



äBenn bte 9(uflöfutig üieiffaupt tndgtt^ ifl, 1^ bie erße 
®Iei($ung eine begrän}te ^njo^I äßurjeln^ bie jtoeite eine 
un(egtän}te. S)ie ©leid^ng 

Äo? — 6y = 

l&at cbenfattiS eine unbefltänjte änjal^l toon Stupfungen, bie 
©leid^ung 

aa? + 6y =» 

teilte einjige. 

4) SKetl^obe öon ßuler- 

5a? 4- 7y = 52. 

aJlati brüdt junäd^fi bie Utibefannte mit bem Heinflen fioefft^ 
cienten burd^ bie übrigen ©lieber au^, alfo 

_ ^1^ . .0 - , - S--^. 

2f/ — 2 

©oH j? eine ganje S^^t »erben, fo mn^ -^-^ — ^eineganje 

fein, alfo ettoa z, fo ijl 

2v — 2 
a; = 10 — y — «, -'-^ — = a, 

y = 2» + 1 + g, ^ «= *, 

mdtom fubftituirt 

y = 5* 4- 1, alfo 5* + 1 > 0, # > — j, 
aj = 9 — 7*, 9 — 7^ > 0, f < ?• 

^ieraud ergeben fid^ bie 93urjeltt)ert]^e . 

* = 0, !• 
y = 1, 6. 
0? = 9, 2. 

aWetl&obe t)on Srpabatt^a nnb ^aä)et be HRejiriaf. 
Sie befielt in bem Sluffud^en be^ gemeinfd^aftU^en a;i&eileri5 ber 
©oefficienten ber Unbefannten, 6g fei 

or» — 6y = c, too fc <C Ä ifl, 

unb a == Ab -h c, )o tt)irb y =^ Ax -^ z, 

b =f= Bc -h d, X ^ Bz -^ t, 

c = Cd -h e, z = Ci -h u, 

d=^ De, t ^ Duzkic, 



§• 77-^79. SHopJ^nüff^f ^(etc^ungen. 



3tt bct leiten Seftlmmung toirb + c genommen, toenn bie 
ä^njal^l bet SefUmmungen ungerabe ift^ fonft — e. 

3m @runbe fättt biefe 3»etl^obe mit ber bet Äettenbrüd^e 
jttfammen. (SSergleid^e §. 87.) Sttan gebe nun ber ©leid^ung 
öop -f- 7y = 52 bie %oxm 

7y — 5(— x) = 52, 

f ergeben fid^ f olgenbe Sefttmmung^gleid^ngen : 

7 = 1 . 5 + 2, (- a?) = 1 . y + a, SftiUtoärt^ 

5 = 2.2+1, y =2.» + ^ y = 5^— 104, 

2 = 2.1. z ^ 2t - 52. (r= -7^-156. 

Die SJebingungen, bafe y unb a? pofitiü unb ganj feien, finb 
t>2% I < 22f ©e|t man alfo e + 21 = t^, fo toirb »ie 
oben 

y = 5/i -f- 1, X = 9 — 7^1. 

11) SBenn bie attgemeine gorm ber ©leic^ung 

ax — by = c 

i% fo fann man immer annel^men, ba^ a, b, c feinen jemein^ 
fd^aftli(i^en gactor l^iaben. ©oB bann eine Söfung in ganjen 
3al^len mfiglid^ fein, fo muffen a unb b relatit) fein. Denn fonft 
toäre o = a . aj, 6 = a * fc^ unb 

ao: — 6y = ä{a^x — b^y) = c, 

alfo offenbar a and) ein ÜRafe t)on c, »a^ gegen bie Sln^ 
nal^me ifl. 



« 

17) Slnleitung: @inb mel^rere ©leid^ungen 

ax ^ by — c, 
üiX — 6/s = C/, 
a^4X — 6//0 = Crf/, u. f. lo. 

gegeben, fo löfe man bie erfte auf unb fubftiti^ire ben Sffiurjet 
»ertl^ X = a -h ßn in bie jloeite u. f. f. - 

29 a) Diopl^ontifd^ @leid^ungen, in benen ^robucte ber Un- 
bekannten t)orIommen, l^eigen }ufammengefe|te. 

@uler'fd^e äRetl^obe. @egeben fei 

xy ^- ax ^- by = c. 

7* 



100 §• 79. OHdi^imseti. V. 



S)ann ifl 



c — ax ab + c f^g 



y = T-T-r= -« + ^r-T-i= -« 



6 + 0? 05 + 6 a? + 6 

@inb /* unb 9 bie 3tt)ei ^actoren bej^ Su^brudd a5 + <v 
foifl 

36) 35ie attflctneinfic gorm ber ©leid^ungcn t)om jtDeüen 
@rabe mit 3 Unbelannten iß 

»* + a(aj + 6y + c) a + dx^ + cjqf -+- /y* + j^p + % + 1 = 0, 

unb nad^ » aufgelöfi 

Um rationale SBcrtl^c für bic SQBurgcln ju crl^oltcn, mu§ man 
fud^en ben Slabicanben in ein t)onfommened üuabrat ju t>er= 
tDanbetn^ tt)a^ meiflend möglid^ ift, menn entioeber A ober F 
üuabrate unb einige ©lieber 5RulI ftnb. SRon fe|e j* 8},: 

a*a?* + Bxy -f- Cy* = {ax + my)*. 

3n anberen gäSen mu^ man fud^en^ eine SShirad ju erratj^, 
mittefö beren beliebig triele imit ^urjeln gefunben toerben. 



» # »1 J ■■ ! 



Stoftex ^^ßfcjnitt. 



^t^^^t^^^ 



^togreffionen^ fiettenbiii^e irob 2;i^et{|irti#rei|ejt« 

D. |9rogref|!onni. 

Gebeutet a ba^ 9(nfangSgIieb^ t \>a% Snbglieb, n bie äfnjal^l 
ber ©lieber, d bie ©ifferenj, « bie ®\xxmit aller ©liebesr, f .ip : 

I. i = a'\- {n -- l)d. 
n. « = }«(« + f) =« |if[2a + (» — l)d]. 



§. 81—82. ^Proöteffionm. IW 

1) S>cfittitiott: Unter einer aritl^metifii^ett 5ßrogref5 
fiott ober Sfleil^e t)erfiel^t man bie Slnfeinanberfolge ber artig 
fortf(]^reitenber 3<i^^9i^ö§en, bafe ber Unterfd^ieb (SJifferenj ber 
Stetige) je gtDeier auf einanber folgenben @lieber eine conftante 
(SröSe ifi, alfo 

a, a -h d, a -h 2d, ö -+- (n — 2)rf, a + (n -^ l)rf. 

2) Sil bie conftante S)ifferenj d j)ofitito, fo ifl bie ^ßrogref« 
fion eine junel^menbe, ifi d negatito, eine abnel^menbe- 

4) Sel^rfa^: S)ie ©urnme s ober baS fummatorifd^e 
@lieb, toeld^eg aud^ tool^I burd^ 2t bejeid^net loirb, 
loirb gefunben, toenn man bie ©umme beg erflen unb 
leiten ©UebeiJ mit ber l^alben Slnjal^l ber ©lieber mul^ 
tij)Ucirt (gormel n.) 

93ett)ei§: SWan fd^reibe bie ©lieber ber SReil^e in umgelel^r^ 
ter Drbnung unter biefelbe unb abbire: 

a, a -h d, a + 2d, a-h (n-^ X)d, 

a -I- (n — l)rf, a -^in^ 2)d, a + (n— 3)rf, a, 

2a + (n^ V)d, 2fl+(n — l)rf,2a-|-(n— l)rf, 2a-l-(n— l)d. 

aRit^in ift ^°^ 

^t = * = ^v\2a + (n— l)d] = \n(a + f)* 



§♦ 82. 

^todteffloneii. 

14) Sejeid^net man baS «te ©lieb ber ©ubflitutionen mxi 
c + {n -- \)d, fo baß man für n = 1 ba§ erfte c erlitt, fo ip 

y = a[c 4- (» — l)d] + fr = (a<? + 6) + (n — 1) ad. 

ÜKitl^in ift ac -i- 6 baS SlnfangSglieb, ad bie 2)ifferenj» 

15 — 22) Slllgemeine 6ä|e öon ben aritl^metifd^en 
31 eilten pl^erer Drbnung. SS3ir tooKen annel^men, bafe bie 
©lieber ber SReil^e 

yo Vi ^2 — yx-i 

bie auf einanber folgenben MttÜ)t einer rationalen ganjen alge= 
braifd^en gunction, j. 35.: 

y^ = ax^ + bx^ -h C2? -I- d 

barfieHen, inbem xmn in berfelben für a; nad^ einanber bie 
Söertl^e o; = 0, 1, 2, 3, einfeftt. S)ie einjelnen ©ubftitutionen 
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toexhen bmi^ ben 3^^ loermettt unb j. 9. yx gelefen: ,,y mit 
bem 3«^^ «^- S)«^ SIttSbruc! y», toeld^ ba§ allflcmcinc 
®Ueb ober bad @efe| ber 9leil^e genannt nnrb, ifl jugtetd^ baS 
o; + Ite ®tteb ber 9tdl^e. 5Die @umme ber x er^en ®Ueber 
bejeid^nen tirir mit 2yx-i unb fie toirb in^emein ble Summen^ 
formel ober aud^ bog fummatorifd^e @Iieb genannt 

3Rit SSeibel^altung ber frul^eren 9ejeid^nnng^tt)eife finben fol^ 
genbe Sejiel^ungen itoi^ä)m ben ©liebem ber ^auptreil^e unb 
benen ber ©ifferengreil^en ©tatt: 

a? = 0, 1, 2f 3, 4^ • • . . a?— 2^ x— I^ 

* = yo »i y« y» ^4 — yx-« yx-i, 

SHff. I. z/jfo ^, ^y, ^, Jjirx-s/ 

<lHff. n. ^»y, ^«y, ^»y. ^x-3/ 

<Wff. m. ^»yo ^»y, ^»yx-4/ 

^iecoitö folgt 

yi = y© + ^yo/ ^yi = ^o + -^o/ ^yi = ^y© + ^«z 

y, = y, + z^i, Jir, = z^i + ^y„ ^y, = z/^i + -^"yi/ 

y» = y» + -^»z ^8 = ^y« + ^*9v ^*9i = ^y» + ^'y« ; 

unb femer l^aitö 

y© = yo/ 

yi = yo + ^0/ 

y» = yo + 2^0 + ^0/ 

ys = yo + 3-^0 + 3^0 + ^0/ 



• 



• • • • • 



• 



^ >#.. . ''(«-l) ./«.. . *(x-l) (x-2) 



yx = yo + Y ^0 + fff ^Vo + --;-:-" ^0 + • -^o- 

^ieburd^ ifi bie Slnfgabe gelöfi: 3)ad allgemeine ®Iieb einer 
Sleil^e (m% bem erfien ©liebe unb feinen 2)^erenjen gu befüm- 
men. ©tatt ber ©ifferenjen fann man aud^ bie ©Heber ber Sleil^e 
felbp einfüllen, toie folgt: 
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f^x = »0 "4- f (.Vi - yo) + -fri^^^ ~" ^y* "^ ^o) 



*(x-l) (x-2) 



Um ba^ funtmatorifd^e ®lieb ju ftnben, abbire man bie 9teil^en 
für yp y^ y, u. f. tt)., inbem man bie ^eil&e für y» augfd^ßcfet, 
örie folgt: 

2yx-i = 0? • yo + j-^ 4yo + ^ g g ^*yo + • . * . 

»cifpicl: 5Rr. 20. -3(«») = [Jn(» + 1)?. 

SHe ©ummcttformel ift ftet§ t)Ott ucW^fi l^öl^crem ©rabe aU 
bai& oEgemeine ®lieb« 

Gebeutet a bad älnfang^glieb, ^ baS @nbglieb, n bie Sln^al^t 
ber ©lieber, c ben 6f^}onettten unb 9 bie 6umme aller ©lieber, 
foiü 

I. < = a • Ca— 1. 

TT - et -- a __ aie"" — 1) _ a(l — e°) 
e — 1 c — 1 1 — e 

1) 3)efinition: Unter einer geometrifd^en ^ßrogreffion 
ober Slteil^e üerjlel^t man bie ^ufeinanberfolge berartig fort= 
fd^reitenber 3^|^l^"9^ö§en, bafe ber ©fponent e beS SSerl&ältnif[e3 
je jtoeier auf einanber fotgenber ©lieber eine conftante ©röfee ift, 
alfo 

a, ae, ae^, .... a • e^~*, a • c"""^. 

2) 8e^rfo$: S)ie ^Mmmt aller ©lieber einer geome^ 
trifd^en ^ßrogreffion toirb gefunben, inbem man bie 
S)iff erenj be^ n -f- Iten unb beg erften ©liebet burd^ 
bie ©ifferenj c — 1 bit)ibirt. (gormel II.) 

Setoei^: @d ift 

SDifferenj c« — « = a • e° — a = e/ — a, 
folglich « = ^ r-^ = -. 

6 — i C — 1 
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26) 5Definition: Unter Jtettenreil^en t)erfle]^t man [olä)t 
Srud^teil^cn, in bcnen btc S^^et ber ©lieber ^eriobif(i^ toieber^ 
leieren nnb bie Stenner naäf ganjen $otenjen einer beliebigen S^'^^^ 
(»aft«) fortfd^eiten. 

afp 10 bie »afi«, fo ifl bic Äettenreil^e ein periobifd^er ®eci^ 
tnalbmd^. 

30) 3)ie Äcttenreil^en »erben in gleid^er SBeife ans »rüd^en 
gebilbet nnb in Srßd^e t)ertüanbett^ tt)ie bie 2>ecintalbrftd^ 
(SBergl. §. 30.) 

32) S>a bie Stefle bei ber S3ertt)anblnng eined Bmd^eiS itt eine 
Äettenreil^e Meiner finb afö ber Slenner n, fo fönnen nur n — 1 
t)erfd^iebene Stefle t)or(ommen. 

33) 2e5rftt$: SBBenn SRenner nnb Saldier bes »rud&e§ 
jnr Safi« 5ßrimgal^len finb, fo bilben bie S^^^^^ ^^^ 
Jtettenreil^e eine ^eriobe, bie gteid^ ju Snfang beginnt 

SetoeiiJ: ©ei ^ ber ^nf bie fleinfie Senennnng gebrad^te 

p 
genteine Bmd^^ p bie 99a{td ber Aettenreil^ nnb p xelaixt) print 

jn a nnb ß, atfo 

a a 6 Im s m 

H 



ß p p^ ' p^ p^+1 p<' p^'+l 

(5ßeriobe m, », .... «). SRnn ifi offenbar, \otnn man bie 3lefle 
mit r^, r^f .... r., r. - . r n. f . tt). be^eid^net. 



a • p 



ß ^""^T 



r.p 



ß -'^T 
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S)am{t mm nad^ ben 3^^^^ ' ^^^ ' ^^^ ^eriobe eintrete^ 
ittttl ttotl^tocttbig r^ = r^y fein, alfo 

^^^^^^ 7 ^*^"" = I — « = einer gattjett 3a]^L 

p 

5S)ie§ ifi aber unmöglid^, ba nad^ ber Sorau§fe|uttg /» ttttb p 
telotit) ^}rim, bie SDiffetetig bet beiben 3lefte icbenfaHi^ Meiner ifl 
afe ß. 6ö mu§ bol^er Z = « unb ri_i = r^_i fein, alfo jeber 

t>or ( toorfommenbe S^^^ toleber in ber 5ßeriobe erfd^einen. 



3iiife$aitifen< un^ 8lenten«8le<l^nun(|« 

13) ©a« 6o))]&iiJnta ober 5ßaraboyott beä 3^^. SHefer Xxnq- 
fd^lnB, toontit 3^*> *>iß Irrealität ber ntaterietten SBelt ju betoei^ 
fett ftd^ abniü|te, berul^t barin, ba§ er bie 3)emonflration ber 
eti^elnen SRomente he» SBBettlaufS auf eine unenbßd^e 3«* ^^^ 
färlid^ aui^bel^te, to&}ftenh bod^ bie einzelnen 9[bfd^nitte in immer 
Reineren 3^<^^f^wtten erfolgen. S)amit feine S5arfteCung mit 
ber ®irttid^Ieit congment getoefen loäre, l^ätte er jeben folgenben 
Sbfd^nitt bed <Sreigni{fei^ in bemfelben SRajse fd^neDer vortragen 
muffen. Srifiotele^ fud^te il^n baburd^ jn toiberlegen, inbem er 
jeigte, ba% käfiUe» bie Unenblid^feit be$ 9laume§, n}eld^e bie 
6^lb{r6te il^m freilid^ toorans l^abe, burd^ bie Unenblid^feit feiner 
Äraft (®efd^toinbigfeit) überloinbe. SKatl^ematifd^ mad^t fid^ bie 
6ad^ einfad^: 

1 1 
s = l + Tör"*"io2"*" ^^ •^/*'*- "= ^A 3^ttein]^eiten. 



3tnfe85tnfen= unb }tenfen^3tec^nung. 

14) Slllgemeine Semerfungen: 6in t)erjinglid^eS ©aj^ital 
fielet auf 3iwf^^ji«fßtt/ ^^nn bie 3M^^ bemfelben am 6nbe jeber 
3eitein]^eit ju bem Q^ccpital als ein integrirenber S^l^eil gefd^Ia* 
gen toerben, fo bag Kapital unb 3wfen be§ erflen Sal^reS baS 
toerjinSfid^e 6aj)ital be§ jtoeiten Sal^reS toerben ; eben f o loieberum 
biefeS ß^a^itat fammt feinen 3^^f^^ ^^^ toerjinslid^e 6a))ital beS 
britten Saläre« u. f. f. 

S)ie $au)}taufgabe ber 3M^i^^^^<^^^^S befielet barin, aus 
bem anfänglid^en Q^ccpitale k, ben $ßrocenten p unb ber'3^W i>^ 
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Salute ben @nbh)ertl^ k^ beS @a)}ital$ }u bered^nen. S>er Q^- 
tüertl^ bilbct offenbar ba^ Ie|tc ®lieb einer geometrifd^en ^0= 
greffton^ beren älnfangdglteb ben SSertl^ beS @a)ntald am (Snbe 

beg erften Qal^re^ auMad^t unb beren apponent — ^^ ober 

1 + 0,01 . p (3in0ftt© ifl, alfo 

*. = *(1 + 0,01p)». 

19) *. =3g5- 1/0418*5 . toj nat *. = 1835 (tejf nat 26 — 

;o9 itd^ 25) — fojT na^ 360. 3ta6f SaQet 3;ab. I. bed hg hyp. 
ä 48 decimales iß: 

/o^ nae 26 = 3,25806 65380 21482 04547 07195 63023 49517 28808 

log nat 25 = 3,21887 58248 68200 74920 15186 66452 37527 90512 

log nat 360 = 5,88610 40314 50155 68564 29461 71445 76875 31371 

log nat k' = 66,08390 46048 21022 96834 06990 36559 23642 42690 

ÜKultipUcirt man bie neun erfien B^ff^^ ^^^ % «^^ *' ^** 
bem ^obul 0,43429448, fo erl^ält man ben entfpreci^enben log 
tmlg 28..69987496 . . . ., »eld^er jur Sö'&l 501043 • 10«» gehört. 
Siöibirt man bie 3a]&l 50104,3 burd^ bie 3a^l 50103 = 57 . 
293 • 3, fo erl^ält man jum Quotienten 1,000026, »eld^er 
toenifl t)on bem 5ßrobuct 1,000021 • 1,000005 bifferirt. hieraus 
folgt, baB, votwx )}on bem log nat ht ber Sogaritl^mu^ be^ ^ro^ 
bucteg 57 • 293 • 3 . 1000021 • 1000005 • lO^« fubtral&irt toirb, 
man einen Sogaritl^mu^ erl^ält, toelcj^er jtoifd^en benen ber SHffe^ 
renjen toon %ob. 11 entl^alten ift. SHefer 9le{i ift log nat g, tDO}tt 
ber 3lumeru^ nad^ ber gormel 



• • • • 



bered^net toirb. S)iefe gormel erl^ält man, toenn man in ber be^ 
reits frül^er in §. 56 abgeleiteten Sleil^e 



iB ..^ .» x^ 



(1 -h a)x = 1 ^_ /(i + a) . 4. /(i 4. ^)2 , __ + . . . . 

y an bie ©teile t)on 1 + a unb 1 an bie ®teBe t)on x fe|t. 

S)ie ©attet'fd^en Xafeln enthalten bie gemeinen Sogaritl&men 
ju 61 S)ecimaien, bie natilrlid^en ju 48 Decimalen unb jttKir 
aller ^rimjal^len t)on 1 bi^ 1100, fo toie ber S^W^ä bon 
999980 big 1000021 incl. 
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@d möge nun log nat y bered^net tt)erben. 

lo§ nat hl ^ 4,04305 12678 34550 15140 42726 68810 37924 18849 

log nat 298 = 5,68017 26090 17067 30593 98402 62812 49819 02298 

log nat 3 = 1,09861 22886 68109 69139 52452 36922 52670 46475 

/ 1000021 = 13,81553 16577 43777 19106 93292 94912 09114 94002 

/ 1000006 = 13,81551 56579 51774 14577 44691 45397 84930 81178 

/ (1012) = 27,63102 11159 28548 20821 58974 56212 37049 12132 

©ummc = 66,08390 43971 43826 69378 90440 65067 71408 64934 

6u6tra]^itt man biefen fiogaritl^ntu^ t>on log nat ks, fo er- 
l^ält man 

lg = 0,00000 02076 77196 27465 16549 71491 62233 87756 
(/y)« = 0,00000 00000 00043 12981 78524 68651 79866 62498 
(!y)^ = 0,00000 00000 00000 00000 89670 79647 43071 73815 
(lyY = 0,00000 00000 00000 00000 00000 01860 18119 79863 
(/y)» = 0,00000 00000 00000 00000 00000 00000 00038 63172 

^ieraud etl^ält mxtn toettet 

y = 1,00000 02076 77217 83946 20740 47602 83433 96996 

unb 

&' = 67 . 293 . 3 • 10" . 1000021 • 1000006 • y = 
5010 43130 88782 99804 59003 93546, 84023 28944 V)lx. 

25) SSBirb ber 3il^f«6 f^ tteinere 3^i^<iWttitte aU ein qart^ 

geS Qal^r geänbert unb für ^alh, 'oktieU iä^rlid^e S^^^i^^' 

lung bie ^älfte, ein SSiertel u- f. f. ber jäl^rlid^en 3tafen genom= 
men, fo toäd^fi ber ®Hbtt)ertl^ beä Sopitafe mit ber SSermel^rung 
ber S^WttWfi^tcrmine. S9ei bebungenen monatlichen B^fe^jinfen 
gel^ bie gormel 

*, = ft(i + 0,01 py über in ks = *(1 + 0,01 pu^Y^^ 

8ei ber älnnal^me einer S^nU^vaSb^teäfnnnq in 3^ttabf d^nitten, bie 
fieitter finb odte jebe angebbare ©röfee, näl^ert fx6) ber ©nbtoertl^ 
bed ^\tal^ einer befümmten ®röge, nämlid^ 



*. = *(l +0,01^V *. 



aWan fe|e 0,01 p : oo = w, fo ifi oo = 0,01 p : co unb 

— . 0,01 p . n 
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1 



"Um bctt ^exü) (1 + (o)^ gu ftttben, tocnti a> uttcnblid^ Hein 
i% gcl&cn tt)ir jurüd auf bic im §. 56. 41) cntoidcltcn Slcil^ett 



Ä« «3 



T. log nat (1 + ») = » — -o+^— 

Uttb 

(1 + Ä- = 1 + /(l + ») . ^ + [1(1 + »)]« - — 



3Ratt fe|c » = w unb a? = 1 : a>, fo ifi mit SScrnad^Iäffigung 
UttCttblid^ Heiner ©röfeen l^ol^erer Drbnuttg 



log nat (1 + w) = 



Wi 



(1 + "')'" = 1 + i + 171 + 17773 +••••= *' 
foIgUd^ 

26) ©ittb jäl^rlid^ ju jal^lenbe ßinfen bebuttflett, fo bel^ält 
genau genommen bie attgemeine formet für k^ i^xe ©ültigfeit für 
jeben gebrod^enen 3Bert]^ toon n, inbem jie für bie ganje 3citbauet 
ben S^^f^fe fö beftimmt, ba§ ber ©nbtoertl^ beS 6aj)itals naäf 
aiblauf bes legten ganjen Qal^reg babur(]^ feine SBeränberung 
erleibet. %ixü>et aber toor SCblauf be^felben etoa nad^ bem »»ten 
5a)dU eine toirflid^e Safflrnq ©tatt, fo ift ber Sini^fula für biefc 



3eit gleid^ j/l + 0,01 p unb bie ?ßrocettte betragen 

100 Vi + 0,01 p - 100, 

olfo toeniger unb jtoar mit 9^d^t, ba bie 9ltt|nie§ung für ben 
nod^ übrigen %f)ül be§ Qal^reS bem 6aj)italifien jufättt. Um Wc 
SRi(|tigleit obiger SCuSbrürfe nad^jutoeifen, fud^en toir ben B^^f^^/ 
toeld^er fid^ auf ein ganjeS Qal^r bejiel^t, alfo aud^ p fo umjuan:= 
bem, bag bei tt)ir!Ud^er S^^H<^¥^^i ^^^ ^^^ ^^^ Sll^eile be$ 
legten 3al^re$ ber ®nbn}ertl^ be§ 6a))ital^ nad^ älblauf be§ t)oEen 
3al^reS unt)erättbert bleibe. Seien x bie unbefannten ^rocente, 
fo Mrbe baS 6a^}ital k nad^ 3lblauf be§ gangen Qal^reS geti)or:= 
ben fein 

, /lOO -h p\- /lOO + xY^ , /lOO + p\°+ 1 

H~io(r-) • l-iö^) = ' -Ow ) ' 

menn n ganje ^tt^^cc ^^^n legten borangegangen ftnb. hieraus 
folgt 



§. 84. ^vostfftlonen. 109 



/ lOO -I- « Y = / loo + p \ 
V 100 / \ 100 1' 



1 + 0,01 X = yi + 0,01 p, 



m. 



« = 100 j/l. + 0,01 p - 100. 

SRid^tö bcfto »eniger bcftimmt bic üMid^e ^ßrayig für ine t)or5 
liegenben %&ile ben @nbn)ert]^ be^ 6:a)}itatö tttoaS anbete unb 
bereil^net für ben SSrud^tl^eil bed legten 3<i]^re8 bie g^nf^tt tiad^ 
einem biefem SBrud^tl^eile j)ro^}ortipnalcn Si^^fwfe^/ <ilf«> ju 
1^0^, une ftd^ aud^ aud ben beiben angefüi^rten 9lefultaten ju a) 
ecg^ S)a^ aRa^cimnm ber älbtpeid^nng finbet für bie SRilte be^ 
Sal^e« ©tatt. 

48 a) unb ß) SSiirb ein Kapital k iäl^rlid^ um u t^ermin^ 
bert ober t)ermel^rt, fo entfielet baroug 

am (gnbe be^ erften Saläre» »(1 + 0,01 p) =f «, 

am ®nbe be« atoeiten *(1 + 0,01 p)* =t= «(1 + 0,01 p) qp w. 



am enbe be^ nten S^^re« k(l + 0,01 py wu[(l + 0,01 p)'^-^ 
+ (1 + 0,01 p)»-« +...•+ 1] 

= *(l+0,01p) -t^** (1 + 0,01p) -1- 

58) SHentenred^nung: Unter ^al^rrente toerfiel^t man 
insgemein eine beftimmte ©ummt r, tt)eld^e ^emanb am @nbe 
befttmmter Seitabfd^nitte, getoöl^nlid^ i%Kd^, eine beflimmte Sleil^e 
toon Solaren ju genießen l^at. 3n ber Siegel bilbet ein t)erjing5 
bare^ Sa^ital bie ©runblage* Unter bem baaren SSertl^eb 
ber 9lente r toerftel^t man ben Setrag einer Saarjal^Iung, toeld^e 
bem SBertl^ aller Slenten nebfl il^ren SM^ji^if^«, alfo bem ©nb^ 
n}ertl^e berfelben auf ben gegentPärtigen ^extpwxct belogen, 
gleid^fommt. Qkmä^ ber gormel in ?Hx. 48 ift bie Stent en= 
gleid^ung 

Kl. 0.01 ,, - r fi±Mfci . 0, 
tporau0 ^äf ber ^aattotvä) b ergibt, näml^ 

_ _i^ r(i + 0,01 p)' - n 
0,01p L a + 0,01p)- J- 



110 ^* 9Kfi!^niii. 

62) 9RittIeter Bal^lungdtermin einer 9lente. SBetm 
ber nominelle Sßert^ ber Slente ober bad Sbtdfungd- 
Sapital n • r anf einmal jur S^^^i^^ gelangen foO^ fo gibt ed 
einen mittleren S^W^ng^termin. Um biefen jn beregnen, üer- 
gleid^e man ben Saartoertl^ ber 9lente mit bem Soarloertl^ ber 
Sbtöfnng^fnmme: 



n • r 



(1 + 0,01 p) » 0,01 p 



r(i -hO,oip)"-n 
L (i + o,oip)- J 



63) 93ered^nung ber £ebendüerfi($ernngen unb SBit^ 
toen^enfionen. 3)ie 93eiträge jn ben Sebeni^t)erftd^erttngdsXit? 
ftalten nnb äBitttoencaffen toerben in ber 9tegel praenumerando 
entri(i^tet, n)ogegen bie äln^jal^ilung ber Stenten postnumerando 
gefd^iel^t, n)orani^ ben äBitüoen^ nnb Seibrentencaffen offenbar ein 
ajortl^il tjon ben 3i^f^ ^^e« ^^Ken Qal^re« em>ad^fi. 

@ei B ber jäl^rlid^e Seitrag, m bie Slnial^l ber ^al^re, \Dä^ 
renb toeld^cr berfelbe entrici^tet loerben foH, femer r bie Stente, 
toeld^e er felbfi ober ein älnberer nad^ Slbkmf ber m ^al^re nod^ 
n ^dS)xe genießen foQ, fo ifi ber Snbtoertl^ e ber Seiträge m(^ 
Slblauf be^ mten ^jaüftt^ 

S>iefer 6nmme ifi ber Saarloertl^ ber }u jal^lenben 3lente be* 
sogen anf benfetben Qdtpimct gleid^. 9Rit|in ifi 

r r (iH-o,oi p)- - 1 1 ^ (1 + 0,01 pr -K .,r. Ol „^ 
^ OoTi^L (i-h0.oip)° r^ — öfii^ (i+o,oip) 

nnb bamad^^^er Seitrag 



r — 



g ^ (1 + 0,01 py 



[(1 + 0,01 p)^ - 1] (1 + 0,01 p) 



66) Sertoanblung ber Qal^rrenten in anbere* 3Äan 
tjergleid^e ben Saarioert^ 6 ber alten SRente mit bem bä ber neuen, 
inbem 6 = 6/ fein mul3/ alfo nac^ 5Rr. 58: 



m 



r . [(1 + 0,01p)°-l] ^ X ^/(l+O.Olp)'"*— 1 

0,01 p (1 + 0,01 />)» (yr+öfiTp- 1 ) J^(l+0,01/>)»* 
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B. Iktttmbm^f unb Sl|rilbrud)rril|en. 

m 

1) ©rflärung: 3Kan untcrfd&cibct jtoci Sitten t>on Äctten^ 
brüten, abfteigcnbe unb aufficigenbe, 

3)ic erficren pnb juerft t>on SBrounfct, le|tcre t)on Äunje 
unterfud^t toorben. 

&xi obftcigcnber ßettenbruci^ ift ein continuirlid^er Srud^ 
x>on bet gotm 

a -h ^ ober a + 1 

c + J c -f- 1 



• • • • (^ I • • • • 



alfo ein 85tu<i^, beffen S^W^ ^i^^ ®anje unb beffen SRenner ein 
atoeifliiebriger ku^iwifi ift, beftel^enb au§ einer ganjen S^^ unb 
einem Srud^e, ber toieber jum ^ö^'f^^ ^"^ ®anje unb gum 9ien? 
ner einen jtoeigliebrigen Slu^brutf toon berfelben Sefd^affenl^eit 
entl^ält u. f. f. S)ie ^ol^Ien /?, y, J . . . I^eifeen ^ßartialjäl^ler, 

bie S^W^ 6> c, d aJartialnenner, bie 83rlld^e ^, ^ . . • . 

ober-,- 5ßartialbriid^e ober ©lieber be^ Äetten^ 

o c 

brud&eS* 

@in auffteigenber Äettenbrud^ ift ein' continuirlid^er 

S3ru(^ üon ber gorm 



, d •+- . . • A 

6 + ^-^5 


a +- c 




1 + 

d 


»on benen. We jtowte gorm fid^ in 


bie 


Steige 




1 1 


i 

6cd 


"T~ • • • • 





öertoanbeln läjgt, looburi^ fie mit ben 2;i^eilbrild^en. ober 
Sl^eilbrud^reil^en tjon ^eiö (t)ergl. §. 86) iU^ammen^aUen. 

aOBenn ein abfteigenber Äettenbrud^ eine begränjte Slnjal^l tjon 
©liebern l^at, fo l^eigt er ein enbli^er, fonft ein unenblid^er 
l^ettenbru^« 
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fHienn ftd^ bei einem unenbli($en Jtettenbru^e bie ©lieber in 
gleid^er SReil^enfoIge immer tüieberl^olen, fo l&eifet er ^eriobifd^. 

3) 9(nteitung: Um einen gemeinen Srud^ in einen Aetten^: 
imi^ in t^ertpanbeln^ fuc^e man ben größten gemeinfd^aftlid^n 
%J)älex toon 3*'^^^^ ^^^ Sftenner unb Mibe einen Äettenbmd^, 
beffen ^ßartialjäl^Ier fämmtUd^ ©inl^eiten nnb beffen 5ßartialnenner 
bie einzelnen Cluotienten ber a)i^)ipon finb. 

©ei nämlid^ ber gegebene SBrud^ « ein un&ä)tev nnb Leiter 



A =- aB -k- C, 
jB = bC-k-D, 
C = cD -¥- E, 



= mN+ 1, 



inbem jule|t immer ber 9lefl 1 bleibt, toenn Saldier nnb SWenner 
relatito prim finb, fo ift offenbar 

KCl 1 1 

= »+« = « + TT—^ = a + ; 1: = a + 



B B ' B:C ft+D ^ ' 6 + 1 



C C:D 

u. f. f. 

6) SBenn, toie im golgenben immer t)orauggefe6t toirb, alle 
©lieber be^ Äettenbmd^e^ pofitiü finb, fo toirb (pon ben ©anjen 
immer abgefel^en) ber SBertl^ be^ Äettenbrud^eg größer ober 
Heiner, je nad^bem bie Slnjal^I feiner ©lieber gerabe ober 
nngerabe ifi. 

7) 5Räl^ernnggn)ert|e ober ^ßartialwertl^e eine^ Äetten^ 
ixuü^e^ finb biejenigen SBertl^e, toeld^e berfelbe annimmt, »enn 

man benfelben l^inter bem erften, jmeiten, britten itten 

spartialnenner abbrid^t, 

8) 2eWtt$: 5E)er jnte spartialwertl^ eineg Äetten^ 
brn^e^ toirb an§ ben beiben tjorl^ergel^enben gefnn^^ 
ben, inbem man Saldier nnb Stenner be^ toorl^ergel^«»* 
ben 9läl^ernngj^n)ert]^e^ mit bem ^artiatnenner beiS 
mten ©liebet mnltiplicirt nnb jn biefen ^robncten 
bejiel^nngStoeife S&ii}ln nnb Sftenner be^ laoröorl^etge» 
l^enben ober m— 2ten ^artialtoertl^e« abbirt- 
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Sctocig: ajlan enttpidle junäi^fit bie etficn SRöl^cninfl^lDett]^ 
be^ Äettenbruc^e^ 

1 

a -f- 1 

6 + 1 

c "^ . • • • 

alfo 



A4 a\ * B, ab + 1* 
B 1 

@e|t man in ^ ftatt 6 ben SBertl^ 6 + - ein, fo toirb 



C/ (afc + 1) c + a 

C 1 

©nbjHtuirt wa» miebcrum in 77 ft^^tt c ben SBBert^ c + -, 

Li d 

fo erl^filt- man 

™ D ^ (6c -h 1) d + 6 

Z>. "" [(«6 + 1) c + fl] d + (a6 -f- 1)* 

©el^en bem Aettenbrud^ feine @an|e üontn^ unb nimmt man 
nod^ al^ nullten ^artialtpertl^ ben 9ru<| -r an, |o erl^ält man 
folgenbe Steil^e bet erften SRäl^etung^toertl^^e : 

0. L IL m, 

3,». 1 »^ii_0 o( > ■ 1 ^- 0) ->- 1 ,. ,. ,. 

1 o 6 • a -f- 1 c(6 • a + 1) -f- fl ' ' 

®el)m bem Äettenbm(]& a ©anje t)omu^ unb nimmt man afö 

i 

nuUten ^artiatoertl^ ben ^x^ä) ä an, fo erl^^ält man folgenbe 
Steii^e : 

« 

0. I. II. m. 

cn^ 1 a b ' a + 1 c(b • a + l) + a . . 
^- Ö' T' *.!+«' c(fr.lVj3)4-l "• ^^' ^- 

K)a^ ©efeg ber SBUbung bei: fol^einben M^mq^exi^eift 
Uxä)t erfennbar. @inb überl^au^t oon irgenb einer @tette «n 

9Ratt^ieffen, Comm. iu ^eir Samml. 8 
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K L M 

j-, —, — brci aufeitianber folgcnbe Stäl^erutig^toertl^c unb m 

K^ Ij4 Mf 

ber Ißartialnetiticr bc^ leiten ©liebet, fo foH ber S5el^au^)tung 
gemäfe fein 

aSBenn ba§ SBUbung^gcfel nun allgenteine ©ültigfeit \)ai, fo 
mufe fid^ afe näd^fter 3ltt). ergeben 

iVy n • JIL -I- L/* 

®g tt)irb betfelbe aber aud^ au§ bem tjorl^ergel^enben 5Rn}. 
allein gefunben^ iaburd^ ba)5 man m -1- - für m fnbftituirt, alfo 

n 



^_(« + i)L+if 



^ fi(ffl L + JJT) + L 

IVy / 1\ ~ n(mL/+ Ä'/) + I// 

' JLrf -f- K/ 



(--i) 



iV njr 



S)er @a| gilt alfo aHgemein. 

©rtoeiternng: 3fi ber Äettenbmd^ üon ber gorm 






«2 + «3 



ttj -I- .... 



fo ifi attgemein 

JV _ OnJIf +anL 

9) 8eWö$: ®i«i> - tttti> - 3ö5«i anfeinanber folgenbc 
SRäl^erung^tpertl^e, fo ifi iebeSmalpg. — p/^ = ±1, je 
nad^bem ^mit Sftfldffid^t anf bie in S»r. 8, aU bie für 

getDöl^nlid^ angenommene gorm eines Äettcnbrud^e« 
ein SHäl^erungi^tpertl^ üon geraber ober ungeraber Drb^ 
nung ifl. 
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»etoei^: ©crfclbe fann l^ier lieber burd^ bcti ©(i^Iu^ tjoti 
» auf « + 1 gefül^rt lüerbcn. (Ääfttier'fci^e ©etoeigmetl^obeO gilt 

bie Oültigfeit bcr atntia^me muß, toetin ^, ^', ^ brei au^eimn^ 

q qi q44 

bcr folgcnbc 3lä]^crtttiagtoertl^e finb, ber »e]^au})tun8 nad^ 

I. P9/ — p/flT = db 1, 

n» p/j// — p^^j/ = =f== 1 

fein, ©ei m ber le|te 5ßartialnenner, alfo 

p/i = mp4 + p, g// = mqi -\- q, 
?5ol8lid^ 

p = pt4 ^- v^pif q = q44 '^ mq4. 

©ttbjHtttirt man biefe SBertl^e in I, fo iDirb 

(p// — mps) qt — {qn — mqs) p^ = dt 1, 

ober 

p//^/ — p/J// = db 1/ P'?/' "" P"9' = T 1. 

« 

S)ie le^tere ©leid^ung fUtnmt mit II ilberein* Shtn gilt aber 
ber @a^ offenbar 'oom Ifien unb 2ten SRäl^erunflStoertl^e, folglid^ 
aud^ wm 3ten, 4ten u* f. f, big gu iebem beliebigen 3läl^erungS= 
»ertl^e. 

3ufa^: äluS bentfelben ®a^e folgt a^^dl^d^/ ^^B p itttb 9, 
P4 unb 9/ feine gemeinfd^aftlid^e gactoren l^aben^ alfo bie SRal^e^ 
rungSloertl^e ftetS auf il^re fleinfte SSenennung gebrad^t ftnb. 

10) Se^tfö^: S)ie ©ifferenj jtt)ifd^en jtoei aufeinan:= 
ber folgenben SRäl^erungötoertl^en ifi gleid^ =fc einem 
©tammbrud^, beffen 9lenner gleid^ bem ^robucte ber 
5Renner ber beiben ^lal^erung^toertl^e ift. 

»etoei^: S)it)ibirt man bie ©leid^ungen in SRr- 9 burd^ ba^ 
5ßrobuct ber beiben SRennar ber ^ßartialioertl^e, fo erl^ält man 



I. 


p 
9 


— 


9' 


= 


^ 




i 


9 


•«' 


n. 


Pi 


^^^ 


ti 


— 


=p. 




1 

i 



qt qn qs • qa 

6) 8eW«$: ®^^ Unterfd^ieb gtoifd^en bem toollfiän^ 
bigen äBertl^e be^ Aettenbrud^e^ unb jtoifd^en einem 
3läl^erunggtt)ert]^e ift immer fleiuNT aU 1 bit)ibirt 
burd^ baiS Ouabrat be^ Ütennerd beiS 9{&]^erungg' 
»ertl^eö* 

8* 



— , — btei oufeinanbet folgeitbe ^ortialtoert^, fo toirb im 



Bel^ouptet, baß 


aftflefc^ Dom Sorje«^ 
S. K.' 




aSenn nämltc^ 






1 

b + . 


1 
ae = - 

a + 1 

6 + . 
n 


■^.4, 


'oin p <; 1 fei« «ntfe, fo ift 




a 


_(«+p)jf + i 
(«+p)«, + i/ 





iV (II 4- p) (HH, - >.iV) + (IJV, - L.K) 
"'" N," *^(. + p) «. + i.) ^ ■ 

W _ »»_ 
' I», ~ •«. ■ 

I »Die au(^ JfJV- — Ä/\ = ± 1, fo folgt heraus weiter 
t» - l,iV = =?= «. 

man viee m oen üuieonia Tue 9; - 
ileid^ung 

_ M ±|i 

"^ * iV,[(ii + p) J», + 1,] 

Seit nun aber nH. + L, = ^,, alfo (n + p) », + L.~^N, 
ift abgelesen Dom SSotjei^en ± fit^eilit^ 

Deil p <c 1 ift, nm fo me^ 

1^ 1 
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3ufä|c: a) 9Me ^atÜalVxxi^t ftnii a&MM^elnb gtitget ober 
llmet als bw aBerllj be« ttoUftätibigen SSru^eä mb (wnmeti •*" 
um befto näl^et, je mel&r ©liebet flenommen ftetben. 

SeifiDiel: 3>ifferenjenlafel bei ^lä^etungälvert^ Von |}. 



'TT'' A ^ 


1— T 


Send». 


t 1 

0. 0,0000 I 1 X 




~ i 


+ 0,6857 




0. 0,00 


,+1,0000 




A 








I. 1,0000 


* 


- 0,3143 


I, 1,0000 




i - 0,3333 




B 








U. 0,6667 j 


X 


+ 0,0190 




u. (i,m 


'+0,0208 




C 








m. 0,6875 


X 


- 0,0018 


m. 0,6876 




-0,0018 










IV. 0,6857 1 










IV. 0,68( 



b) Jier Unterfi^ieb jweier aufeinonbec folgenb« 31äl&enui 
merl^ iiit flr&ger aU bet Unletf^ieb jtmfi^en bem naä^oi^m 
unb bem ^erl^e beä ganjen Aettenbru^eS. 



SeWeiS: 9Btit fi, - 



avLiS) s 



M, + L, ip, \o ift N> > M., mü 

JV 



falls Bom aüorjeictien obgefel&en 

c) Site ^attialroetttie ungnaber Orbitung itel^men beftän 
ab, bte Don gerabet OrbRU^ )u. 

12) St^t(Q$: ®in äTä^erungStpert^ ' fommt b 
Sßeitbe c Ireä uollftätiblgeq Aette»6tKc^eS immec v 

f)er, aU (ebet anbete Sruc^ -, beffen Wenuet (leinei 

7 
at« bei 9Ienner be« 3lä!^etuitg8Wett^e«. 



©e^au()tuttfl: 



■ X, wenn y <. M<. 
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Setoei^i 8te]^men toit int obfoluten Sinne, ol^ne 3Ui(!fld^t 
anf ba8 aSotadd^n 

f mil^te fein 

Ms 

2>a nun bie redete @eite ein Srud^, bie Hnle eine ganje Qa^ 
x% fo fonn biefe Ungleid^ung nur bann beftel^en, »enn enttoeber 
aNi — yiV = ober y > M, ifl. äu^ ber erflen Slnnal^me 
toilrbe folgen 

SHefeS ober fotool^l atö aud^ bie Ungleid^ung y >> If/ flreiten 
gegen bie Slnnal^nie y<: Ms <: Ns. 



SBenn fid^ nun fd^on gioifd^en jr ober ^ feine fold^e 8rfid^e 

N 

cinfd^aften laffen, fo ifl bieS nod^ toeniger wöglid^ gtoifd^en ^ 
ober yr u. f. lo., alfo ilberl^aupt nid^t jtoifd^en einem beliebigen 

JHf 

Stäl^emngStoertl^e -zr ^^ ^^^ t)oSfiänbigen SSertl^e a?* 

3^f^l* S^if^^ i^^ ^^f einanber folgenben Släl^emng^ 
»ertl^en -j^ unb ^, toobei alfo JIL <: iV/ ifl, laffen fid^ n — 1 

3l&]&emng8tt)ert]^ einfd&alten, beren Jlenner fämmtlid^ > Ms unb 
<:: iV/ finb. 3ft nämlid^ n ber auf m folgenbe 5ßartialnenner, 
fo ftnb bie eingefd^alteten Sräd^e 

a _ 1 > Jf + L ^ ^ 2>lf + L y_ ^ 3> Jlf -h L 
ai 1 * Mi -h Li ßs 2 • M^ -^ Li ys 3 • JL + Lt 



• • • • 



^ ^ (fi - 1) Jf + L 2V ^ n Jf + L 
^ (fi — 1) JB/ + L/ IVi^ 11 Ä/ + L^ 

n>o ber Stenner irgenb eines Srud^es 

T * Mt ^ Li < wjf/ + L/ 
r Ji/ + Li > JL + JL/ 



L 
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©rflärung: 6ine X^exHtu^xei'^e ifl eine Sfteil^e toon 
©tatnmfttüd^en, tjon toeld^en jcber folgenbe ein aliquoter 2;i^eil 
beö unmittelbar tjorl^ergel^^enben ift. 

11) Siegel: Um bie periobifd^cn a;]^eilbru(]^rei]^en ju 
fummiren^ toertoanble man fie enttoeber in eine geometrif^e ^ßro- 
greffion ober fül^re fie auf eine algebraifd^e ©lei^ung jurildf. 



1) äluflöfung; Um bie unbefKmmte ®leid^ung 

I. aflp — 6y = 1 

auf}ul&fen, ))ern)anbele man ben Quotienten t- in einen Aetten^ 



bruc^ ^ unb fu(^e ben legten Slä^erungätoert^ |.. »a nun 

JVo? - ]V.y = 1, 
NM, - iV/ir = db 1 • 

ift, fo erl^ält man offenbar jioei SBertl^e x unb y,. toeld^e ber 
gegebenen ©leid^ung genfigen; unb jtoar 

X = MsUnh y = M, toemt NM, — NsM = + 1, 
rr = — Jf/ unb y = — Jf/ loenn JVJH/ — iV/Jf = — L 

2) «uflöfuttg: S)er ®leid^ung 

n ao? + 6 y = 1 

genfigen offenbar bie entgegengefe|ten äBertl^e t}on y in I. 

3) Sluflöfung: 3fi bie unbefHmmte ©leid^ung toon ber 
gorm 

aap =F 6y = c = Nx^ iV/y, 

fo brandet man bie ©leid^ung iVJIfc — KM = de 1 nur mit c 



'^f-T 
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ju multiplictren. Hud^ fantt man alöbatttt nod^ ju a? unb y ein 
oHgemeine^ ©lieb l^injufügctt. 

ßrftcr galt: iVa? — iV/y = c. 

S)a cbenfattg 

c • (NÄ/ - iV.Ä) = ± c 
ober 

JV (± */ . c) — N. (± Jlf . c) = c 

ift, fo fann leitete ®leid&ung auf bie aHflemetnere gortn 

iV (iV. . » db *c) — JV. (iV . n db itfc) = c 

gebtad&t tüerben, tt)o n eine beliebige ganje QoX)l bebeutet, 
aifo ift 

a; = zb ilf/C -I- JV/«^ j/ = ± Äc -I- Nn. 

3ft^eitcr %aU: Nx + N^y =» «• 

3»aii bringe bie ®lei(i^ng JVJIf/ — iV/JH = db 1 auf bie 
gotttt 

W(M . n db *.c) + JV.(— iV« =F Jlfc) = c/ 
tüorauS folgt 

a; = zb Jlf.c + iV/W, y = ^ Jtf c — iVw. 

11) Slnleitung: Sft a bie gegebene S<^^ wnb il^t Soga- 
ritl^mu^ jur 33afi§ 10 

a? = >( 4- 1 

^-b 1 

y -b . . . . / 

fo fe|e man 

a =.10- = 10" -•-i_^ ^ 



r •+■ — 

3Ran fud^e gunäd^ft, mie t)iel ganje 3Wal 10 in a ate gactot 
entl^alten ift. ®§ fei /<. 2ltebann biüibire beiberfeit^ burd| 10** 
unb potenjire bie ©leid^ung mit /^ + 1 

O ^T* • • • • ^ 

fo erhält man 

SRun fud^e man, ioie oft a : 10" in 10 aU gactor entl^olten 
ift. 6§ fei ß. aWan bitjibire abermafö u. f, f. 



§. 88. fetnmiieiHonen. )31 



^ec$6ter '3^ßf($nitf. 



^ermittatiottett^ SomMttotionttt^ 9$ariotbtteit, MttomUd^er nttb 
|ioli)ttotrttf(^er Sel^rfol^, fionrirte B^l^Iett^ föo!|tfd|eittItd)Ieitö^ 

9te(fittitttg. 

1) S)eftnitiott: Unter einer ®xuppt ober ©omplefion 
t)erfte^t man eine beliebige, gemöl&ttlid^ reil&enariige 3wfam= 
menftellung Beliebig t)ieler unb il&rer fonftigen Sefd^affenl&eit 
na^ glei^gültiger S)inge afe SSu^J^flaben, S^if^^^/ ^ßerfonen unb 
bergl. me|r, S)ie jufammengefleHten Dbjecte IJ^ifeen ©Unten te. 

S)en »egriff be« Seiger^ (3nbef) fteOen toxx ia^n feft, bafe 
er bie iebe^malige Slnjal^l anzeigt, tx)xe toiele t)on ben gegebenen 
Elementen ju einer ßomplefion toertoenbet werben foHen. Unter 
S3afi* öerftel^t man bie @efammt]&eit ber gegebenen Elemente. 

©ollen beif pietömeif e üon n gegebenen ©lementen a,b,c, n 

immer nur r ©lemente in atten möglid^en Drbnungen gufammen^ 
gefteUt n>erben^ fo bejeid^net man biefeS mit V(n) unb liefet 

r 

,,3(njal^I ber Variationen toon n Elementen (ober ^on ber S3afig n) 
mit bem ^nbej r". *) Sei ben ^ßermutationen ifl bie 93afi§ mit 
bem ^nh^ fibereinftimmenb. 

S5te Sejeid^nung ber ©lemente gef(3^ie]&t burd^ bie Keinen 
S3u<j^ftaben be§ lateinifd^en älpl^abets ober burd^ S^ff^^«- 

6in Clement/ toeld^eö^ im Stlpl^abet ober im 3iffernf9ftem einem 



*) spif ^ffd^nung V{n) ift von ^et«. ^e «d^nftOKt ift 5n ben ofr^ 

r 

fd^iebenen SttgeSriften tjerfdjieben. 93et 

SBicganb Vr (r ÄfoffencEponcnt) 

a, b, c . . . . n 

©tjtelwcitt Vr (r aSerfclungScjponent). 

(abc . . . . ) 

3;cUfampf F^ 6, c ) 

QktUe n Vr. 



oiibereit ber Dcbmotg naify t>€(tanQ^, l^e$t em Clement t)Ott 
nieberem Stange, jebeS folgenbe ^ txm I^Sl^erem fftan^e 
<d§ tttieS bct iDotl^Qcl^ciibeii. 

(Eine (iimi:ple^m bnrb eine gntgeorbnete genannt, loenn 
bie Elemente loon ber Stnbn fox Sted^ten f o anfentanbet folgen, 
bag {ein ^S^erei^ einem nieberen toorangel^. 

(Sine (Sompiejfion l^öl^eren Slanged iß eine foU^, tDeld^e 
Dmt irgenb einer Stelle an ein (Element l^öl^en 9langed entl^cUt 
<d^ bie anbete. 

60 ifl ). S. Don ben Sompiejrionen 

bcßm, bckfm 

bie jtoeite rxm l^Sl^em 9lange ate bie erße. 

2) ^ermntation: Serben n (Elemente anf aOe moglid^e 
art in i^er gegenteiligen Slei^folge mit einonber t)em)e^fett, 
fo bag auf jjebe ^imcplejAm eine anbere loon l^ö^em 9tonge 
folgt, fo nennt man Wefe D^>eratiott ^ermutiren ober Ser^ 
fe|en. 3^be@rup^e]^ei^$ermutation unb bie aCnja^l ber 
^ermutatlonen (Serfe|ung^a]^l) mirb mit P{n) *) begcic^net- 

4) Anleitung: Um aQe ^ermutationen einer gutgeorbtteten 

a) permntire man juerft bie beiben legten Elemente; 

b) fud^e man t)on red^td nad^ ttnfd baS erfle (Element, toeld^eS 
al^ niebered einem l^öl^eren toorangel^t; 

c) fud^e man naä) red&t^ f ortfd^reitenb ju jenem nieberen @le^ 
mente baS näd^ft l^öl^ere unb ijertaufd^e es mit bcm niebe= 
reu. aSfi^renb bie ©lemente jur Stufen il^e ©teDung un? 
oeränbert beibel^alteu, laffe man bas niebere ©lemeut mit 
ben öbrigeu jur Sfted^ten in il&rer natürlid^en Drbnnng 
folgen. (SeyiIogra})]^ifd^e Slnorbnung.) ^an ^Sfyct l^iermit 
fo lange fort, bis man ju einer ßomplefiou gelangt, in 
loeld^er bie Elemente in umgelel^rter Drbnung als loie in 
ber erfien ©omplefion aufeiuanber folgen» 

P(n) = 1*2*3 11 = 11/. (gelefen: n jur gacultät). 

7) 3)ie vorige 3legel bcl^ält aud^ bann il&re ®ültigfeit, loenn 
unter ben n (Slmetüen beliebig Diele gleid^e Dorfommen, toobei 
}U bead^ten ifl, bag bie gegenfeitigen %erfe|ungen gleid^er ©temente 
leine Derfd^iebenen ^ermutationen bilben. 



*) a)ie ©djreiBart »ariirt mit Pn, P, P 

a, b, c .... n (abc .... mn). 
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a 

9^mHiMM0nm unk üntialloiietu 

1) Sombtnatiott: aSenn attö n Stententen atte mögUd^en, 
ober eine getpiffe älnjal^I ))on Sletnettten entl^oltenben gutgeorb- 
neten Sotnpleiionen gebilbet toethen, f o bag in {einer berfelben 
alle biefelben ©lemente tDleber toorfomnten, fo nennt man biefe 
Operation Sombiniren. 

3e nad^bem in ben SufammenfleHnngen (Sontbinationen) jebed 
(SIement entn)eber nur einmal ober fo oft \)oüommt, als eis ber 
ßlaffene^ponent julägt^unterfd^eibet man Kombinationen o^ne 
ober mit 2Bieber|olunflen. S)ie Änjal^l r ber in ieberSJer= 
binbung entl^altenen (Elemente beftimmt bie Alaf fe, unb eiS mirb 
bie äCnjal^l ber Kombinationen )oon n Kiementen jur rten Alaffe 
o^ne SBieberl^olung bur<i^ C(n), mit SBieberl^olung burd^ ^C(n) 

r r 

bejetd^net. 

3) a) 3)ie Unionen ber Kiemente a, h, c, d, e, f finb 

a, b, e, d, e, f. 
ÄHe anaal^l C(a, 6,. . ./) = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 =-. 

b) a)ie amben ftnb 

ab ac ad ae af 

bc bd be bf 

cd ce cf 

de df 

ef 
S)ie SÄnja^l C(a, 6,. . ./) = 5 + 4 -h 3 + 2 + 1 = |^- 

c) SHe a;ernen finb 

abc abd abe abf 

acd ace acf 

ade adf 

aef 

bcd bce bcf 

bde bdf 

bef 

ede edf 

eef 

def 

S)ie anjal^l C(a,6, . . ./) == 10 -h 6+ 3 -h 1 - ^'^'1 

8 1 • J • ö 
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4) aittlcituttg: a) SHe ttttiotten ber 4 eiementc finb 

a b c d 

4 

SHe anjal^l "^Cia, ft, c, d) = 1 -i- 1 + 1 -l- 1 = t. 

1 ^ 

b) SHe 3lmhen ftnb 

Hkß ab HC ad 

bb bc bd 

cc cd 

dd 

©ic ^m^ "C(a, 6, c, d) = 4 + 3 + 2 + 1 = |^. 

o) S)ie Sternen finb 

aaa aab aac aad 

abb abc abd 

acc acd 

add 

bbb bbc bbd 

free bcd 

bdd 

ccc ccd 

cdd 

ddd 

4.5-6 
SMc Slnjal^l "^Cia, b, c, d) =^ 10 + 6-1-3 + 1 = ^ ^ g > 

©ic 3lttäa|l ^C(a, 6, c, d) = 20+ 10 + 4 + 1 - y^l^' 



8) «) C(fi) = n(n— 1)(« — 2) .... (» — r+ 1) 



1 . 2 



=«• 



Sctoeiö: a) 5Die ättial^l ber ©ombinationcn jur erjlen 
Alaffe tft offenbar ber älnjal^l ber gegebenen @lemente glei(i^, a(fo 



?") - f = ö- 



b) S)ie änjal^l ber Kombinationen jnr jn)eiten Älaffe erl^ält 
man^ inbem man jebe Kombination ber toorbergel^enben Älaffe mit 
allen Elementen öerbinbet, tocld^e fie felbjl ni^j^t entl&ält, alfo l^ier 
mit « — 1 . Elementen. Stuf biefe Strt erl^ält man jjjbe Som- 
bittation offenbar ebtn fo oft mieber, als bie 5Rummer ber Älajfe^ 
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j. 8. ttft «nb ba, ttjeld^e n«r fttt eine gw red^mn ifi* S)e6]^alb 
mtiB bag ^robuct w(i« — 1) ncid^ bunH^ 2 gctl^eiU toetben, olfo 



C(n) ^ » (it - 1) _ /«^ 
' 1.2 



6)- 

c) C(n) wirb ferner erl^alten, inbem matt jfebe ©omfetnation 

ber ))0ir]^rg€)^e)iben Stoffe mit afien Sfememten üetbinbet, tt>el<|e 
fie tiid^t entl(;cilt, alfo mit « — 2. ®a fo jebe ßomplefion brei- 
mal mit benfelben ©lementen "iJorfotifrmt, fo ifl nod^ burd^ 3 gn 
bit)ibiren, inbem j. 39. tjon bcn ©omplejrtonen a6c, acb, bca mx 
bie erjie ote gntöecrbitete gered^net toirb. SRitl^iii ifl 

ru^ ^ n(» - 1) (n - 2) ^ {n\ 

d) Qnbem man tjon ber toorl&erflel&enben Älaffe duf btenäd^p:^ 
folgenbe fd^Uegt^ ergibt fid^ bie nUgemeine @(iltigleit be^ @a|e^. 

Setüei^: a) S)ie anjal^l ber ©omblnationen jnt erften 
ftlaffe mit SBieberl^olungen ifl offenbar ber älngal^l ber Stemente 
gleicl^^ alfo 



w 



m = = = c). 



b) Um ^^Cin) jn beftimmen, ertoage man, ba^ jn ben |^ 

Kombinationen ol^ne SBieberl^olnngen nod^ « anbere mit aBieber= 
l^olungen l^ingntommen, alfo 

y^ru\ - **(^ "" ^) j_ « - (*» + ^) >» _ /» + 1\ 
?^) r72- + '^ ~ 1.2 "12/' 

c) Um ^C(«) jn erl^alten, läßt fid^ jeigen, ba§, n)enn man 

bie (Slemente ber dom^leficfnen mit äBielbisrl^oInngen b^ Steil^e 
na^ um 0, «, /J^ toermel^rt unb « n)ie /? fo »äl^lt, bafe ftatt n 
nun n + 2 t)erf(i^iebaie (Elemente jum SSorfd^ein lommen^ unb 
fid^ ftet^ bie Ungleid^ungen 0<a<:/?, a<::b <:c tjergegen^ 
mdrtigt, man bie Kombinationen ol^ne SStiebeti^olttng ^on n + 2 
Elementen gur britten Älaffe erl^ält. golglid^ ijl 



w 



q«)- "-"f.n"" =tt') 
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d) snigemetn lägt ftd^ jeigen, bag, toem man Ht (Elemente 
ber ßombinatioiten mit Sßieberl^olungen ber Sleil^e nad^ t)on bem 

©letnetite niebrigftcn SHaufle^ on um 0, 1^ 2 (r — 1) toer^ 

meiert, man neue ßotnbinatiotten ol^ne SQBieberl^oIuttg jur rten 
Älaffe t)on n + r — 1 (gletnettten erl^ält unb jtt)or bie tooHfiän* 
bige Slnjal^l bcrfelben. 

3ufa|: ©in SWiäfblid ouf bie ätiorbnung ber ©omplefionen 
itt 5Rr. 4 beld^rt, ttrie fonfi ttod^ bie Slnjoi^I "^Cin) fid^ befummelt 

r 

lä§t* SSleiben toir bei bem SJeifpiele w = 4, r = 3 flel^en, fo 
erfennt man ouf ben erften ^M, ba§ 

1) a atten ©omplejionen t>on ^C(ii) t^orangel^t. 

2 

2) b aQen Som^Ieiionen mit älu^nal^me be^ erfien @Iement§. 

3) allen ©ompiejionen mit äu^nal^me ber beiben erflen ©le* 
mente u. f. f. 

^ieran^ folgt 

^C(4) = ^C(4) + ^C(3) -h ^C(2), 

3 2 2 2 

^r « demente 
wq«) = ^C(n) + ^C(w - 1) + + ^C(2). 

8 2 2 2 

älOgemetn 

^C(n) = ^C(n) + ^C(n - 1) -h -h ^qr-1). 

r r — 1 r — 1 r— 1 

9) C(n) = Cin). 

r n — r 

S3ett)ei8: 3P « — r > r, fo tji flcmäl 5Rr. 8, a) 

^ n (n — 1) (» — 2) [n — (n -■ r) + 1] 

„17 1 . 2 . 3 .... (n - r) 

n(«— 1) (n— r+l)(w-r)(n— r~ 1) (r+2)(r+l) 

~ 1-2 r . (r + 1) (r+2) (n— r— 1) («— r) 

- » (« - 1) (» - 2) . . . . (n - r + 1) _ 

- 1.2.3 r ?*^- 



3fl « — r <zr, fo 6r«ttö^t titott G(n) nur mit b««t ber €tn» 

a— r 

i^eit gleiid^en Ottotienten 

f (r — 1) (« — r 4- 2) (w — r + 1) 

(„ _ r + 1) (n - r + 2) . . . . (r — 1) r 

jtt inuIti))Uciten. 
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15) 3Sariatiott: SBitb au§ jieber öon ntcl^reten abgcfott- 
betten ®Ienientenretl^ett^ fo oft e^ angel^t^ ein einjige« ©cntent 
jur SUb:'itig ber ßompleponen toertoenbet, fo nennt man btefe 
Operation SSariiren. S)le änjal^l ber SSariationen toirb gefnn^^ 
ben^ inbem man bie ©lementenmengen ber einzelnen Stellten ntit= 
elnanber niultij)licirt. 

18) ©inb bie (Slementenreil^en gleici^, fo ift bie Variation eine 
mit ?ßermutation toerbunbene Kombination, toeld^c mit 
nnb ol^ne 3öieberl(;oIung t)orgenommen toerben fann. S)abei toirb 
bie S3afiS n burd^ bie Slnjal^I ber ®Iemente jebcr Sleil^e, ber 
Qnbey r hmä) bie SCnjal^l ber ©lementenreil^en beftimmt 

20) ^F(fi) = n\ 

r 

Setüei^: ©emäß 15) loirb bie Slnjal^l ber SSariationen ge^: 
fnnben, inbem man bie (glementenmcngen ber einjelnen JReil^en 
miteinanber mnttiplicirt- S)a bie Sleil^en biefelben Elemente 
l^aben, fo ijl bie^ eine SSariation mit aOSieberl^olnng, alfo 

^ V(n) = n»w*n....ii=n'. 

21) r(n) = C(n) • P(r) - 

r r 

Setoei^: S&|t man bie äBiebetl^olnngen n)eg, fo Heiben 
nnr bie 5ßermntationen ber ©ombinationen ol^ne SBäieberl^olnng 
übrig, 

23) Kombinationen nnb Variationen ber natilr^ 
lii^en S^'&l^tt mit beftimmten Dnerfnmmen. SBerben 
bie jn Kombinationen jn t)eripenbenben ©lemente bnrd^ bie nat(lr= 

lid^e S^l^lenreil^e 1, 2, 3 n an^gebrüift, fo fann bie 3luf= 

gäbe gefieHt loerben, fold^c ©om^)leyionen an^jutoäl^len, bafe bie 
Onerfnmme ber ©lemente jjeber ßom))lefion eine befHmmte ©röße 
l^abe. 3n ber Siegel finb SBerbinbnngen mit SBäiebcrl^lnngen 
gemeint. SHe Sejeid^nng für Kombinationen ifi 

tfC(n) ober ^C^r 

r 1, 2, 8, ... n 

pr äJariationen iß bie %e}eid^nttng 

S=n 

V(r) ober ^'F'Cn) ober ^Ft 

r 1, 8,, S, . . . n 



25)'=F(2)-^=("-;;l). 
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öeiüciiB: S>ie SScrfiinbungcu finb (O+w], [l+(«— 1)],. . . 
[fi + O], 

S3ett)eig: SWan finbet bic Slnga^il, loenn mön t)or jebcr 

S=n 

6onH}Iepion toon K(2) SRuII fc|t, t>cr j[eber 6oin})lefio« t>on 

S = n— 1 S=n — 2 

V(2) eine 1, wx jeber Somplefion t)on F(2) eine 2 u. f. f., 
enbltd^ t)ot ~y(2) ein n. SRit^n ift gentfil ?lt. 8 /?) 3ufafe 

•7(3,=('tv(^("T')— -(j)=(r> 



S =s 



n. f. f. 

1) iJolgenbe 5ßermutationen beg SBorte^ Roma geben einen ©in« : 
roma tat, SWame Storni. 

roma 1^* nöTl ©rl^bmig; aud^ adv. iftS), *fW^. 
roma feefcr* nOM": bie fid& ©rl^ebenbe, partic- ^m D«"i 
roam ^ebt. D»*^ il&t 5ßrop^et wv, n«*] f^'&^W' 
raom l^r. cnj^n tobe», iwn oyn utÄ D1>n P# etl^^efe«. 
ramo tat. 'oom Slfte. 
orma ungar. ein ®t^fcl. 
oram tat. bie ^fie, Mcm. t^on ora. 
omra arab. bie ®mire. 
omra bebt. mÖN bie @})red^enbe, t?on iDK. 
Omar arab. ein ^erfonennante. . 
mora tat. ber SSerjug. 
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mora ]^c6r* niD We aiufrül^rerifd^e, partic, toott rnD- 

T TT 

mora l^ebr. n^lD ©d^ectmeffer, 

mora l^6r. n«"fD We fi(i^ 6rl^e6enbe, t)on NID- 

• • TT 

moar f^r. ber Ääufcr. 

maro tot. ein 5ßerfonenname, 

maro bebt. i'^D rebellando, inf. abs. t)on niD. 

T TT 

maor l^ebr. m'ND baiJ 8id^t. 

T 

maor l^cbr. m'i^D 3ladl^tittn. 

arom l^ebr. Dfl^ «acf t ; aud^ inf. abs. t)on DH]^ H«9 fein. 

armo lat. i^ bctoaffnc. 

amro f^r. SBotte. 

amor l^ebr. -)Tdn burd^ ©pred^en inf. abs. t)on nD^t- 

amor tat. SRawe. 



§. 91. 

1) ©rflärung: 3Ran fprid^t oft tjon ber größeren ober ge^: 
ringeren SBal^rfd^einlid^feit beS (Eintreten« eineg tion mel^reren 
mßglid^en ©reigniffen im SSergleid^ mit ben übrigen- S)ieö 
^at offenbar feinen ©rnnb barin, baß toir bnrd^ ben ©lanben an 
bie SJeftänbigfeit ber 5Raturgefe|e nnb bnrd^ bie au^ ü)m gefd^öpf* 
ten ©rfal^ngen geleitet toerben, bie öftere SBieberfioInng fold^er 
Sreipiffe )u ern>arten, beren Sintuim bie l^au))tf&d^lid^ mit= 
tt)irfenben Urfad^en (3?aturfräfte) befonber^ günftig flnb. Qe 
einfad^er nnb nnabl^ängiger biefe Urfad^en finb, um fo mel^r näl^ern 
mit: un» bem l^öd^ften ®rabe bev aiBal^rfd^einlid^feit, ber @ett)ife= 
l^elt. S)ie (Sreigniffe, nm toeld^e eg fid^ l^anbelt, finb enttoeber 
fold^e be« 3wf alU, b, 1^, ber gemeinfawen SEBirfnng einer Sleil^e 
t>on Urfad^en, beren Snfammenl^ang nng t)erfied£t i% ober fold^e, 
bie bnrd^ irgenb toeld^e tt)iQ{ilrKd^e ^anblnngen l^etbeigefUl^rt 
toerben- 

3n le|terem gatte tarn natflrlid^ nur bann t)on einer 
SBBal^rfd&einlid^feit be^ ©intreten^ eine« möglid^en @reigniffe8 bie 
Stebe fei«, toetm aUed t>erniieb<n birb, ma^ ba0 gütige t)er:= 
tninbert. 

3Rati\fit\\en, <5omm. au ^W @amml. 9 
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©Ott j. ». bie 9Bo]^rf<i^ctnli<i^fett§rc(i^mm9 auf ©lüdffpiele ai!= 
getDenbet »erben, fo burfen biefe nid^t ©viele ber ©efd^idlid^feit 
fein. 3)ur(^ ntöglid^fi nnregelmäfeige, bem Setoujstfein entaogene 
Setpegnng imtb bie SSorl^be^ntmiutg auf bad @ebiet be^ Qa^aUe^ 
gefül^, »erben bie überl^aupt ntöglid^en ju gleid^ möglid^en. 

©emgemäfe tjerftel^t mon unter motl^ematif d^er SBal^rf d^ein^ 
lid^feit be^ (gintreten^ einc^ ©reigniffee baS SSerJ^äUnig berbein= 
fetten günftigen gälle ju ben möglid^en. S)ie matl^ematifd^e 
9Ba^rf(|einUd^feit ip ein äd^ter SSrud^, toeld^er in 5Wutt übergel^t, 
»enn ba^ erwartete @reigm§ übetffoitpt unmdglid^ ifi; unb »eld^er 
ber ßinl^eit gleid^ »irb, »enn baS SRid^teintreffen unmöglid^ tfi, 
»oburd^ ©etoifel^eit entfielet. 6^ ifi mithin bie ©inl^cit ba§ ©9ni= 
bot ber (Setoi^l^eit, bie SRuU ba^ ber Unntöglid^feit. 

98enn unter m -hu gleid^ntdglid^en g&Qen n %&Ue gun- 
ftig ftnb, fo ift bie SSBal^rfd^einlid^feit, bafe ba^ ©reigniß eintreffe 

, bie 3Ba]^rfd^einIid^feit, ba§ ba^felbe nid^t eintreffe ober 

ifi + 11 

bie entgegengefe^te SSBol^d^einlid^feit 1 — 



m + ft m -h n 



Unter geringer äBal^d^einlid^teit üerftel^t man eine fold^e, 
»eld^e Keiner ifit atö bie entgegengefe^te, ' alf o eine f old^e, »el^e 

«einer ip ol« i 

2)ie S^eorie ftimmt um fo mel^r mit ber ©rfa^rung überein, 
je öfter bie SSerfud^e »ieberl^olt »erben. 3l&enn bie^ unter feinen 
Umftänben ber gaff ip, fo läßt ber toon ber Siegel ab»eid^enbe 
©rfolg auf bie ©fipcuj Verborgener Urfad^en fd^liefen, »eld^e ben 
gufaff t?erringem. 

@^ gibt brei t^erfd^iebene Slrten ber äBal^rfd^einlid^eit : eine 
abfolute, eine relatit?e unb eine jufammengefe|te. 

2)ie abfolute SBSal^rfdJieinlid^feit be§ ©ntreten« irgenb 
eine« ©reigniffeg ip ba8 «er^ältnife affer günftigen pffe }u oXim 

möglid^en. ©inb w, «?/, w,, bie abfoluten aBaJ^rf^einlid^- 

feiten bon ebenfotrfel berfd^iebenen erwarteten ©reigniffen, fo pnbet 
man bie SBal^rfd^einlid^fcit, ba§ eine« ober ba« anbere berfelben 
eintrete, »enn man biefelben abbirt, alfo 



W = I«? 4- «?/ •+- «?/rf 



• • • • 



6) älffe möglid^en pffe, »eld^e bei bem SSSerfen mit mel^^ 
reren SBürfeln borfommen fönnen, »erben beplmmt burd^ bie 
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Sliigal^l ber SSariationcn t>on 6 ©{ewentcn jur pten Älaffe mit 
SJMebcrl^oIungett, too p bie Slnjal^l ber SBürfel bejcid^net, alfo 

^ F(6) = 6P. 

p 

Me günftigen gätte tt>erben befümmt bur<i^ bie Slngal^l ber 
aSartationen ber 3^'^!^« 1/ 2< 3, 4, 5, 6 jur iQuerfumnie a jur 
pten Älajfe, alfo 

''Kp = r ^ J n)ettn « < -|- ifi; . 

1, 2, 3, 4, 5, 6 \P — 1/ ^ 



unb 

a 



K.(6)= (^'^ j,!.! ^)n)entt(T>3pip. 



13) S)ie reIati))e9Ba]^rfd^einIid^teit be^ eintretend eine^ 
unter mel^reren möglici^en @reigniffen ifi bag SSerl^ältnife feiner 
abfotnten 9Bal^rfd^einIi(|feit jur @nntnte ber 9BaH<^^i^^id^f^ten 
fiberi^au^t. Snigemein ifi 



TT = 



11? + ITrf + «?// 4- . . • . 

16) S)ie gufamniengefe|teS5Ja]^rfd^einlid&leit toirb t)on 
bem gwfamnientreffen ober ber äufeinanberfolge mel^rerer ©reig- 
niffe gebrandet. 

3ft w =-, fOi = -, «?// = - tt, f. fv fo Wnnen p gälle 

beS crfien ©relgniffeS mit r beg jtpeiten, mit ^ be8 britten w. f. to. 
jufammentreffen. S)ie Slnjal^l biefer SSariationen ifi gemä§ §. 90, 

17) p ' r • t ffir bie ertDarteten, q • s * u fflr äffe 

wöglid^en ©reigniffe. SRitl^in ifi 

q • s • u ... 

20) ©emäfe S»r. 6 ifi bie SSaW^ä^einlid^feit p - m mal a, 
m mal 6 ju toerfen ol^ne SWldfid^t auf bie Drbnung 



»F 



.öfSplTfö 



m 



fftr a<|p* 



SHe gormel l^at jur Sebingung il^er ©öltigfeit a— p4-l<6. 
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22) »ei toicberl^oltcn »erfud^cn ifl für bie »ered^nung 
bcr SBal^rfd^cinUd^feitcn folgenbcg ju bead^ten. 3fft « bie 2Ba^r= 
fci^einlid^feit be§ eintreffend toon il, 6 bie t>on Ä, fo ift bie 2Ba]^r= 
fd^einlid^feit^ bag 

il iintal nad^ einanber eintreffe^ gleid^ a^ 

A (fi— l)nial, B 1 mal irgenbn}ann eintreffe, y • o"-^ 6, 

il (w— 2)mal, Ä 2mal iraenbn)ann eintreffe, -^^ — ^a°-*6*, 

1 • Ä 

u. f. f. ol^ne t)Orl^erbefiimnite Drbnung. 35ei toorl^r be- 
ftimmter Drbnung fallen bie goefficienten toeg. S)a für jtoei 
©reigniffe a + 6 = 1 ift, fo ift 

3n biefer entn}idHttng bejeid^net bai^ rU ®Hcb, bafe man bei 
n SEBieberl^olnngen unb Serfud^en ol^ne t)or]^befitinimte Orbming 
n — r + 1 mal ba^ ©reignife A, r— 1 mal ba^ ©reigniß B in 
ertoarten l^abe mit ber äßal^rfd^einlid^feit 

S)er Slu^brudf ol^ne ben ©oefficienten (^ ^ i) bagegen ba^felbe 

mit t)or]^erbefUmmter Drbnnng. 

Äommt bie »efümmnng „toenigften^" l^nju, fo gelten aUe 
oorangel^enben ©lieber mit; für bie Sebingung „l^öd^fteng" aUe 
nad^folgenben. 



2) S)ag ^robuct (xv& ben « ©liebem ift nad^ »ered^nnng ber 

©nmme aller Kombinationen ber Elemente a, h, c aller 

Älaffen gleid^ 

x'doza/'''^ SC(abc...m)^x''~^ SC (afcc. . .«•) 
± 0? ~ SC (abc ... I») + .... 

3 
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6) Siitomif^er 8eljrfa^: SRati gelauflt jur enttoidt^ 
lutig ber ^ßotettj eine« Sinomö mit ganjen pofititen 
®¥pouenUn, ipenn man in ber (&nttoidlun% itS ^to- 
buct« ton w Sinomialfactoren 

(a? ± a) (a? db 6) (a? db c) .... (flP db i») 

a an bie ©tette ton a? unb a = 6 = c = =6 fe|t. 

S>em9emä^ ifi 

(a±6) = a ^Ijl <» *"*" 12/ Is) 

SSetflleid^e bie ©inomiatßoefficlententafel in §. 40. ®ie 
93inomiat6oefficienten finb bie ©oefficienten 

18) ^:pol9ttomlWer SeljrfaÄ: S)erf elbe ergibt fid^, »enn 
man ba« ^ol^nom juerfi in ein Sinom terloanbelt, 
bie naü^ ber @ntipi({lnng nod^ tor^fanbenen ^ol^nome 
abermaU in Sinome n. f. »., bi« leine ^ßol^nome mel^r 
torlommen. 

Slttgemein ift 

(a -4- 6 a? + c a?^ + d «' + )«» = a" + l?)«*'"^ 6 • « 



[(l)«-^'' + (2)«-'^']-'' 



" [(l)""' ** "^ ^ (2)"°' *'' "*" (3) *° * *']* 



c+ 



20) Scl^rfa^: S)er für ganje ^ofitite ®fponenten in 
SRr. 6 abgeleitete binomifd^e Sel^rfafe gilt and^ für 
ganje negative, gebrod^ene pofitite unb gebrod^ene 
negatiüe Opponenten. 

Setoeife: 2)iefe Wnnen enttoeber mittete beg abentität«- 
betoeifes (@uler) ober mittete ber bereit« §: 56, 41) angetoanbten 
SRetl^obe ber unbeftlmmten ©oefficienten gefttl^rt »erben. 



I. Cufer'lc^ Xeneiefi^ining. 

a) @ültieteii btö @a^ für ganje negative IS^oitenten. 
es ifl gem&g 9lT. 6 

, , »(■—1) - n(n—l)(n—2) . 

angenommen, ed fei 
i-„.^(-)/7;-')^H. <-X^-'K-.-iO ^^....., 

Sutd^ aRuIti^Kcatimt betbet 9lei^ ec^ölt man ^ ju jebem 
^Uebigett @liebe 

1 = jf . » = (1 + «)». ». 
golflli* iP 

j!) ^ gebcot^ene pofilibe S^onenten. @s iß füt ganje 
iR unb n 

unb offenbat au$ 

@e|t man naii^einanber m = n, 2h, 3n , fo ifl 

1 + 2« x + ^" ^i" 7 ^^ *»+.--.= (1 +*)*''= y", 
allgemein 

I + »T + " ^" 7 " »■+.... -(!+»)" =[(i+»)-r. 

3btgeni»nttl«n, e^ fei nun 

■ I P -, I PW (PW - 1) ,. , pn(PI9-iHH1-^) . . _. 
5 1.2 ^ 1.2.3 «-+•■-«, 
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fo tfi ttad^ bct toorl^ergel^enbctt Stetige 

M = (l + X) P/1. 

r) W^ gebco(]^«ne negative @;)>onenten. @S fei 

^"^^"^ rr2 * ■*■ rT2T3 "^ 

+ ... = «, 

fo i^ bem Vorigen gemä^ 

1 + p « + ^ ^ 72 ^^ "^ + (3)*' + • • • = «-" = (1 + «)"' 

folfiliii^ 

M = (1 + x)-fi% 



II. 3Uet^o&e ber unöefitmmfen Coefjüctenfen. 
gür ttcgatttoc ganje (SpponenUn. 6« fei fftt ganje w 



• • • • 



foifi 

P- - = i = A, + Ajb + 4.«» 



Äj + ögiP + ÄgO?^ 



tt)ot)on iij A^ A^ u. f. tt). nod^ nftl^er j« bcftimmenbe ©röJBm finb, 
für ipeld^e man cbenfo öiclc Sefümmung^gldd^ungett erl^ält, toenn 
man bie l&eiben @Ieid^ungen mit einanber multiplicirt, alfo 

P" . P-» = 1 = öiiii + {a^A^ + a^ili) 0? 



• • • • 



S)a bic SluSbrüdtc für attc aScrtl^e üon x gelten fotten, fo 
gelten fie aviäi für o? = 0. ©emgemäl ift 

a. ii, = 1, ili = — = a~"°, 

a^ iig + «2 ili = 0; iig = — a^ili : a, = — » • 0"**"^ 

u. f, to. u. f. tt). 



.Ni 



|. 98. 

«igt toet »te, Li ber nullte 8)inoinial=iSoefFicient. 
^ ib- b)' ^'^9^"*'^ §• ^^' ^> 



leii: 


6«lfl 












' 6 


\ K*- 


1)(6- 


2).. 


.(6 


- [6 - «) 


+ 1) 


i»- 


,,} 1 


.2.3 . 






.('-") 




mon 


nun » = 0, 


fo Imib 










;)= 


/6\ Kb - 


- 1) (6 - 


-2). 




2.1 




W 1 


2.3.. 


.((,- 


- 1 


* '■ 




UO-- 












leid: 


@e^ man 


n 










i(b- 


1) (i - 2) 


...(*- 


- n + 


1) 







1 -2-3 n 

+- 1, fo wirb ber le^te gaäor im SDioibenben glci^ 9luÄ. 

!tMo$: 3P ber Seiger « neflatiu, ober größer 
e ©afi« fr, fo toirb ber Sinomial=©oeffictcnt 
l gleid^aiull, BorauSgefeftt, bafe b eine pofitiöe 
Sa^l ift. 3S bie« nld^t bet JJalt, fo fann ber 
iat=6oefftcient «ut für einen neflatioen S'iflcr 
)tvU toerben. 

uei«: 3ft n = 6 + m, fo ift 



(fr + Wlj ' 



b(b ^ l)(b -'J)....(-m+l ) 
1 . a • 3 (fr + m) ■ 



tn alfo m ^ 1 ift, fo ifl im Z)it)ibenben jibenfaUS einer 
toren glei(^ 3luII. . . . , 



§. 93. 9inominr ffoefficinitni, 



Sa ferner fletnäfe 3Ir. 1 (— ^j= (-^j ifi, fo 
ber jtneite Xi^eil bes Sa^es teHefen. 
3ft b negatito, fo tfl 

/_ b\ _ b( b+l )( b + 2)....(b + n-l) _ (b 
\ n j~^ 1.2.1 777. n -=^\ 

weither au«bruil für (jofttiiie n n^t 9IulI Werben tann. 

Sinb Saft« unb ^nbef negati», fo ift l~ j imi 

toenn > — « > — 6 ift. J)emi bann ip 

(::)=(„--\)=C^<::f-V(:: 

golglid^, »eil n — ft negoti» «nb n — 1 popti 

3li o6k > — t > — », fo ifl 
/_ 6\ / _ i \ Kt + 1) » + 2) ■ ■ ■ ■ (" 

^- »^ l« - V 1-2.3 . . . . (» 

je na(^bem n gelabe ober ungerabe iß. 3- ^■'- 

••(^)--(!)''-b--o-g- 

0— ©"— ■••• 

tuelii^S in gewiffer SQeife eine Steige von — 3 ®liebem 
beten inbglieber b-^ unb «-- unb beten Sllittelfliieb 
petbolifd^e 9iei^.) 

©ine »ofiä »on ber gorm ^ ffl^jt bei negatiuen 3n 

ßebro^ene pofitiwe Qnbiceä, bie leine ffieutung jwtaffen. 

7) ^eMBj: ^'6 Summe beS nten unb n 
SSinomial'ßoefficieuten bei bten $otenj ifi gif 
n+lten SinomioUßoefficienten ber nät^pfo 
^otena- beweis leidet. (33eigl. bie Soefficiententafel { 



Ouabtatjal^Ien 



^entagonaljal^Ien 



aus ber Steige ß) et^Sii man 
y) We ^^tamtbalja^lcn; 

1, B + d, 6 + 4d, 10 + lOd . . . 

@ubiHtuiit man nfimliii^ fuccef^ve d = 0, 1, 2 
pe^H nad^ einoKber bie bi:et=, ttiet=, fiinffettigen 
jaulen. 

@e$t man n»n in «, ß, y übexaU d = 0, f o c 
eigentK^en fiflurirten So^len^ «i* pai^ 

Ipet Drbnunfl 1 + 1 + 1+ + 1 = 

<n) 

2tcr Drbnunfl 1+2 + 3+ — +« = 
3tn Drbnunfl 1+3+6+....+^^^«^ 
mter Drbnunfl 1+1 " i)+('"^i)+"-H 



')■ 



hieraus fol^t ber @a(: S)ie nte ^urirte So 
Orbnung ift glei^ ber Summe ber « er[ten ftgurirt 
m— Iten Dtbnung. 

SeWetS: 3mt ätntpenbung von §. H ß, Sufag 



f icßcnter gCJ^tiitt. 



®Iei4tinstit Dott 'koktttn Stuben uttb ttattScenbcitte 

<Eigrnrd)aftrn in iSUii^unsen in !6^ug auf i^rc {0n^cln. 

%, 04, 

1) 99ilbung bec @(eic^ungen aus ^inDtnialfactoren. 
; ©Irif^uitg eon ber gorm 



Öfen, Reifet für x aQe Sffiertl^e auffuc^en, \r>eliS)t ber ©tew^ung 
igen ober bie ^nction x glet$ 9hiK moaj^. Genügen bie^^ 

gorberunfl mehrere 93ert^ «, 0, y , f" Ift 

ai — a = 0, jc — /J = 0, »— y^Ou. f. to. 

Shtrc^ 3]tultit)licatiDn biefer binomif^en ©le^ungen wirb 
tbar ein 5ßol9nom er^lten, toeli^eä biefelben ©urjeUt beftfit. 
3) Sr^rlo^: ©inb «, jS, y, d u. f. hj. bie aButjetn einer 

itction X = «" — a*"-^ + ba:"-* — + (, f tfl X 

c& bie Siffercnjen op — «, » — /S, « — y u. f. id. o^ne 

i i^eilbar. 

@rßer beweis: Slngenommen, man t^eile bte Function 



' + 6 X—* - 



i^ j: — « unb bie SiBifion ginge nfc^t auf, fo ift ber Quotient 
eine gunction wn näi$p niebrigem @rübe, atfo 

X = iT"-' — Ax'-' + +T, 

ei ber 91eft R fein x mtf}t enthält, fo bag man l^ot 

{x — a) («"-^ - A X'-' + .... + T) + R = 0. 

©off bie 3)ittirton oufgeben, aH» B = fein, fo folgt ^ietau« 
- « = unb «mgde^rt. 
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Stoeitex Sen)ei^: @ei a eine ber SSurjetn ber (SUeid^ung 
X = 0, fo ift 

ir = a'» — a «"-^ + 6 «"-* — c o'»-^ + .... +1 = 0. 

S)urd^ @ubtraction biefer ©leid^ung t7on ber gegebenen erl^ält 
ntan 

m 

(a;" — o») — a («"-^ — a^-^ + — S(aJ — a) = 0. 

»iefe ©leid^ng ifi bur^ ar— « tl^eilbar. 9lun ift »Feine ®rö^e, 
toeld^e bei il^rer ©nbtraction ton X einen Xl^eil beg 3lbfolutglte= 
be^ t bilbet. S)a fte aber gleid^ SRntt ift, fo tpirb bnrd^ il^re 
©nbtraction bie Sefci^affenl^eit ber Function X nid^t geänbert, 
b. 1^. fie ntttfe felbfl burd^ a? — « tl^eilbar fein. 

^ierang folgt, bajs bie Stnfgobe, Oleid^ungen anfjnlöfen, 
allgemein gefaxt barin beftel^t, bie S)ifferenjen o? — «, x -- ß, 

a: — y jn befümnien, burd^ toeld^ bie gegebene gnnction 

ober bie anf SRuff rebucirte ©leid^nng ol^ne Step tl^eilbar ifi. 
SHefe 5Differenjen muffen gleid^ 3hiff fein nnb il&re ©ubtralj^enben 
finb SBnrjeln ber ©leid^nng. 

4) SKit SWldfid^t onf bie oben angebentete 8ilbnng8n}eife ber 
l^öl^eren ®leid^nngen avt^ Sinomialfactoren "fyai man bie ®oefftcien= 
ten a, b, G — afö bie Summen ber Kombinationen ber 9Bur- 
jeln a, ß, Y — ju aSen Jtlaffen ju betrad^ten, alf o gemä^ 
§. 92, 2) 

X= X" — SC(«/Jyi/)a:"-^+ SC(«/?y.-v)a:"-*— SC(a/?y-v)a:"-»-«— 

12 8 

5) Selifo^: 3ebe @Ieid^ung ))om nten ®rabe l^at n, 
aber aviif nur n äSurjeln. 

SSorbereitung: 

a) 3« ieber ©leid^ung X = ift bie guncHon X für alle 
enblid^en unb reeSen 9Q3ertl^e t)on x eine continuir- 
lid^e ^nction. ^S>^n angenommen, x anbete ftd^ um 
d, fo tt)irb, loenn man X mit f{x) begeid^net, f{x+d) 

= (a? + dY — a{x 4- d)»-i + +1 

ober nad^ ^otenjen t)on d entn^idelt 
f{x + d) = ^W + ^[(i) ^""' "" ('* 7 ^)^-^°"* -h . . . .-*! 



m 
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SDa nun aber ffir enWßd^e wnb reelle SSäettl^e t)on x We ein= 
geHammerten älu^briiife n)eber oo no6) imaginär toexben, fo ift 
an^ bie SHfferenj /(a?+d) — /(rr) für «nenblid^ Reine d felbft 
nnenblid^ Hein, b. ^. bie ^nction X fann nid^t f^jrungtoeife (bi^= 
continnirliii^) t>om ^ofttiüen }um 9legatit)en iibergel^en, ^nbet 
biefer Uebergang Statt, fo fann er nur burci^ SRutt l^inburd^ gc^^ 
fd^el^en, unb jtoar bei einem beftimmten SBertl^e a? = «, meld^er 
offenbar eine SBurjel ber ©leid^ng fein toirb. 

t>) 3ft o^ne ^dfid^t auf bad Sorjeici^ m ber größte 
©ocfficient ber ©leid^ung 

fo »irb für 0? > III + 1 ba« erfte ©lieb x"" gröj^er aU 
bie @umme aller übrigen. Offenbar ift 

ober 

»■ — 1 

1» 7- > ax"~^ + 6a?"~* + .... -hl. 

OP — 1 

3)a nun a? — 1 > m fein f oU^ f o ip um f o mel^r 

«" — 1 > a a?»-^ -h » a>"-2 + -t- /, 

unb nod^ mel^r 

«■ > ax°-^ -h 6a;'*-* -h -\- t 

c) 3ebe ©leid^ung üon ungerabem ®rabe l^at minbeften^ 
eine reelle SBurjel, beren S^d^en ba8 entgegengefe|te 
t>om «bfolutgliebe t ift. »enn fe^t man erfllid^ «=0, 
fo erhält vxan X = dtzt. @e|t man barauf a; = =f 
(m -h 1), fo erl^ält X einen SBertl^, bejfen SSorjeid^en 
mit bem t)on a?« übereinfHmmt, alfo X = =f T. 6« 
liegt alfo bem @a| a) gemfig jtt)if<i^en unb =f (m -h 1) 
iebenfalls eine reeKe äBurjel. 

d) 3^be ®lei<j^ung t)on gerabem @rabe l^t, toem ba^ 
leite ®lieb negatit) i$, toenigfiend {toei reelle SBurjeln 
toon entgegengef efeten aSorjetd^n. SDenn f efet man a? = 0, 
fo tt)irb 

Sefet man barauf a? = =t= (w -h 1), fo loirb in beiben 
^äUen bai^ erfle @lieb pofitib. äRit^in Hegt eine nego-- 
tit)e SBurjel stoifd^en unb — (w + 1) unb eine ^)ofi' 
titoe aloif^en unb -i- (•• •+- 1). 
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e) 3ebe @Uxä)mq wn gerabern @rabe l^at, mm i^x 
Slbfolutglieb pofitit) ift, l^re ^ocfficienten mögen reell 
ober ium 3:^eU imaginär fein, n)enigften^ eine SBurjel 

t)on ber gorm p -h 9 j/— 1. ®e|t man in bie gege^ 

bene ©leid^ung x = p -^ q J^— 1 ein, f erl^ält man 

für X einen Sln^brud tjon ber gorm X = P + OJ^— 1 , 
»obei fid^ jeigen läjst, bafe ftet^ reette SBertl^e p nnb 9 
fid^ finben laffen, für toeld^e F = unb = JDer= 
ben. tiefer $Rad^tt}ei§ fe|t inbejs bie Äenntnife ber 
3)ifferenjiatSled^nnng Doran^, ipe^l^alb tpir il^n übergel^en, 

Su^ ben @ä|ena) U» e) folgte ba^ jebe l^öl^ere @leid^nng 
»enigjten^ eine SBnrjel l^at. SBSir gel^ nad^ biefer SSorbe- 
reitnng ium SJetpeife be§ ^au^tfa^eg über, tod^ex an^ jioei 
Xl^eilen befielet. 

I. Qebe ®leid^ttng tjom wten @rabe f)at minbejien^ w 
SSßnrjeln. 

SetoeiiS: @ei a bie SShtrjel, tt)eld^ ber ®leid^ung 
notl^toenbig anfommt, fo ift 

X = (x — «) (o;"-^ + aiX™-* -h ftjX"-^ 4- «1) = 0- 

SHefe ©leid^nng toirb aber aufeer bnrd^ a? — « = erfftttt 
burd^ 

Xj = a?**^^ 4- a^x °-* 4- 6i«"~* 4- 4- *i = 0. 

3fi /J bie SBhirsel, meldte biefer ®{eid^ung notl^toenbig gn- 
fommt, fo ift 

X = (x — ß) (aj°-2 4- asj«"-^ 4- 6,aJ»-* 4- r,) = 0. 

aWan fann fo oft biefelbc ©d^lufefblge antoenben, bi« man 
t)on bem ^ßol^nom anf ein Sinom fommt, alfo 

(x — a) (a? 4- a,) = 0, 

n)orauS ftd^ bie beiben legten äBnrjeln ergeben, n&mlid^ x = a, 

a? = — Äg = T, 

^ierand folgt, bajs man jebe <4gebraifd^e ^nction X t)om 
fiten ®rabe in n binomifd^e gactoren jerlegen fann, alfo 

X = (a? — a) (x — /J) (a: — y) . . • . (« — t) =a 0, 

II. 3ebe ©leid^nng t)om nten ®rabe l^at nur » äBurgeln. 
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Scmci«: ©eicn a, ß, y r bie Sßurjdln ber ©leid^ung 

X = 0; [o müfetC; tocnn e^ nod^ eine äBurjcl^ g. 8. « geben 
follte, offenbar 

(a> — a) (o) — /J) (o) — y) .... (o) — r) = 

fein, XooA nur wöglid^ fein Wnnte, toenn einer ber gactoren, 
§. S5. CO — /S = märe. S)ann wüfete aber w == ß fein, alfo 
feine neue SBäurjel. 

6) aJie SWd^tiflfeit biefe^ ©a^e^ folgt au8 bem in 5, a) bett)ie- 
fenen Xl^eoreme, bafe bie Function eine continuirlid^e fei, 

7) ©iefer @afe ift in 5, c) allgemein betoiefen. 

8) uttb 9) ©Ott bie Oleid^ng «°— aa?»-^+fca?™-« -l-l =0 

in eine anbete t)ern)anbelt toerben, in toeld^er bad gleite @lieb 

fel&lt, fo fefee man x = y -^ -. ©oH außer bem jtoeiten nod^ 

n 

bad mte ®lieb fehlen, fo bebarf eS bagu ber ä(uflöfung einer 
©leid^ung üom m — Iten ®rabe. *) 

S)i)[)if{on ber numertfd^en ©leid^ungen burd^ ba^ 
^inorn X — a. 3ft a eine äQurgel einer @leid^ung loom ntm 
®rabe, fo finbet man bie ©leid^ung üom n — Iten ®rabe, toeld^e 
bie übrigen SBurjeln liefert, inbem man fie burd^ 05 — a bitnWrt. 
S)iei^ ge^iel^t am einfad^fien naü^ bem in §. 59 b 9tr. 45 er- 
Märten »erfal^ren. 

8a^lenbeifpiel: §. 99, 19) 3«* - 4»» - 14»« — 4x 
^- 3 = 0. a? = — 1 ip eine SBurjel biefer ©leid^ung. 



- 1 



3 —4 -.14 -4 +3 

3 —7 -7 +3 



S)ie ®lei(i^ung t)om britten ®rabe ifi 3x»— 7x« — 7x4- 3 = 0. 

Stebuction ber numerifd^en ®lei(i^ungen. Um bie 
®leid^ung ao«^ + ax^ + b«« + c;s + d ^ in eine anbere 
«0»* + «1^* + *!** 4- c,y 4- d, = ju ^DerttHuibeln, beten 
SBOiurseln fämmtlid^ um a fleiner ftnb aU x, fe|e man x = y 
+ a, y = 9 — o. aRitl^in ftnb ibentifd^e ®leid^ungen 

a^ «* + ««* 4- 6 «* -f- c « -f- d = 0, 
unb 
•o (* "* ••)* •+• «1 (« — «)* + 6i (« — a)*+Ci(» — «) + <'i =0. 



*) Zf#imtaud nnb ^rtitg erfanben dnr Sld^obe, btml 6ii(fHtittii)n 
neuer UnMomUen MielKg viele bliebet einer Oleiclung loegiufd^ffen. ®nm. 
%t^ XLI. pag. 105. 



3Mn tiiM[d)c Qtltti^ungnt. 



3>a bie jtveite (Sleic^ng burd^ « — a gel^It ben SSeß d. 
fll&t, fo lägt mii) bie erße benfelften Stcfi. i^ieiü mcm ini"*— 
ben Quotienten burii& a:— o, fo bleibt al« Mefi c, u. f. f. 

Sa^lenb-eifpiel: §. 98a, 61 x* — Sü» + 14»> + 
— 8 = 0. @ub[Htuice x = y +2: 

- 8 +14 +4 - 's 

- 6 +2 +8 (+8) 

- 4 - 6 (-4) 



1 




- 2 


( 


- 10) 


1 




(0) 






«1 


ttlft 


»*- 


lOj« 


-in 



B. jBtmte ^ufisruns brr (Sleidtungnt nom inntttn (Srabr 

I. 95>. 
»efvitMtr 9«ac »er «I«t#tttt«ctt »«« »titf«ti «ni»e«. 

1) «s _ 1 = 0. (SRetn cubifi^e ©leic^ung.) 
äluflöfung mittels bet Sßoiute'fcfien ^oimel. 

es ifi 

x^ = 1 = cos 2nT d= sin 2»n |/ — 1, 

a: =- j/l = CM Vsh™ ± «» */8«nf' — 1, 

tto n = 0, 1, 2, 3 bebeutef. 

9tun ift für » = 0, x^ = 1, 

f» = 1, «j unb atg = — Vt ± Va ^—3. 
M = 2, 3, geben leine neuen SBäwtbc 

5) SHebuction ber cubifd^en ©leit^ng x'^ + ax' + frx + « 
auf ben DoHftänbiflcn ÄubuS dner jlDcit^eiligen @rö6e. *) 
©ubftituitt man x = y + », \o cffiälf man 

s9+(3»+o)j»+(3s» + 2fl» + 6)y + (a' + a»'' + 6a + c) 
ober f ur j 

S» + <qf» + /«y + 7 = 0. 

■^ aRd^be brt !B«foff«a. ^^^t. f. Kot?, u. ^Ssf- TIH. 136. 

naltfritU'B. Sddhii. )h ^II~ 6ammr. 10 



Sitefe @(ei$ung (ägt fi^ trattöf 
bec goitn , • 

);» + ^ )7* + '/s ^'' J 

Welche lein cubif^ ifl. 

SHati Biliie bie ©leic^ung, betr 
bei gegebenen ftnb, tele folgt 

(y3 + y!y) « =^ (- 

Dtbnet man unb fe^t y' = i], fo wirb 

,8 _ („. _ 2 ß) ,« + (?» - 2ay) , - y» - 0. 
es ifl alfo 

— ^ = a* — 2;» - 3»* + 2oa + (a* — 2b), 
jX» = (S» — 2ay = 3s* + 4a.'' + 2o»s« + (2a6 — 6c)s+(6»— 2oc), 

B - A -^^ = y' = [«' + «' + 6» + <']'- 
unb 

i (a» - 2ß)> - (,S' - 2ay) 
=4(a»-S6)»»+(4o»-14a6+18c)s+(ii*-4o»6+6ac+b»)=0, 
loorauS B gefunben iniib. 

%, SSk. 
x^ + p X + q = 0. 



= 1 . » + 1 . c. 



*t fi«nMl «OS €«»to San«. X^rta^Ci« bA fiutam. 3>ü tuAta 

■«ms. mt fu m4 frawM S'^H^'K ik^ ^ot Kitai Submoi o»^ im {tfan: 
km Mb ML 



i 



§. 95 b. Glarbanifd^e gormeL 147 

S3ctt)eigt)on§ubbc. *) S)le Stuflöfung erfotbett bie aSBcfl? 
fi^affung bc^ jtoeiten ©liebet. 2Ratt fubfiitulre a? = y + ». 
ält^battn ift 



»» 


= 


y» + 3 


y z 


(y 


+ 


«) 


+ 


»» 


p « 


— 


p(» + 


») 












? 




9 















05» -4- p ar 4- 9 = = y' -h Ä^ + g + (3 y » -I- p) (y + ä). 

5Da y ober z tt>ilIfttrU(i^ ift, fo fann man ba« ^ßol^nom t^tu 
lett Uttb anncl^men 

'3 + Ä» -I- 9 = 0, 



(3 y Ä + p) (y + ä) = 0. 

3)a y -4- » = rr im Slllgcmcittett nid^t gleid^ SRuH ift, fo ift 
3y» -h p = 0, atfo 

y^ -+- *^ = — 9/ 

3 y Ä = — p. 

ißierau^ ergibt fid^ leidet 



8 3 



i5 



3n biefen Slu^brüden gelten gleid^jeitig bie oberen ober bie 



8 — 



unteren SSorjeid^en. 3)a J/l brei berfd^iebene SSBertl^e l^at, näm^ 
lid^ 1, Ji unb J^, fo toerben im ©an^en neun Kombinationen 
öon y+ Ä möglid^ fein, toon benen aber nur brei ben Seftim^ 
mungggleid^ungen genügen. 

2) 3ft X = a,.fo ift aj3 -h p a? -4- g = 0, 

a^ -h p a + g = 0, 
folglid^ (x^ — a») -4- p (a? — a) = 0, 

unb toenn man burd^ x -- a biüibirt, 

a;^ -h aa? -4- (a^ -I- p) = 0. 



*) Epist. de reductione aequat. Uttb ©d^OOtcn'S a^UggaBe t)Ott 3)cScartc8* 
©wmetric 1659, pag. 499. 

10* 



t 






t ' 
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SDiefe (Sitei($ttng liefert bie 6eibeu anbeten SSutjeln 

a?2 unb »3 = — J a ± f^— I a* — p. 

S)le beiben anbeten SOäutjeln jinb alfo contplej, toenn p 
pofltlt) ifi. 

3) 3fi p negativ, fo l^at bie ©leid^ung 

btei teelU SButjeln füt J 9* 4- ^p' < 0, 

jmei conH)lef e SButjeln füt \q^ + 5V P* > 0. 

3m etflen fjatte, mobei bie SButjeln in imaginätet gotrn. 
etfd^einen (casus irreducibilis) muß nämlid^ 



— p ^ I «^ obet a < 2|/-5^ 



fein, ©S ifl aber au($ a* -h p« 4- 9 = 0, alfo 

— g = a(a* 4- p) 



- 9 .< 2 

obet 



V^l-f-') 



3m jtoeiten gatte bemetfe man, ba§ u unb t? reette ©töfeen, 
mitl^in a?, unb a?, compley flnb. 

31) S)ie allgemeine ©leid^ung x^ -h px^ 4- gx -4- r = 
aufettWfen. *) SWan fe|e 



flp 4- * 



05 4- »1 



■^ =li. 



tpo u eine neue Unbefannte, z^ unb z^, bie jmei SButjeln einer 
getoiffen quabtatifd^en ©leid^ung (9tefolt)ente) bejeid^nen. ©tbebt 
man biefc ©leid^ung jut btitten 5ßotenj, fo ift bie nad^ x geotb- 
nete ©leic^ung 

<,» + 3?f:^*» + 3 ?v=^^ + *»;^:^ = 0. 

1 — U^ 1 — M* 1 — tt' 

S>urd^ SSetgleid^ung biefer mit ber gegebenen ©feid^ung erl^alt 
man folgenbe Seftimmungggteid^ungen : 



*) aKattbjf jfen, bie Q,\%<^hm\^tx^ HRfl^obe«. Programm 
©ele^rtenfdjufe 1866. Pag. 24 Seipsig bei 8. ®. %i\ü>im. 



b«ci $ufumer 



StOgtmtiitt (ubtft^c Slri^ung. 



»1 — P/s ^1 — ?/j »r — r 

^° — psp* + gtti — r 
»i' — P»i* + g», — r* 
2)ui(^ Sombinatton je jmetcr ®Ieli$ungen erhält man 
I. »(,8,(60 — »1) ~ Vis W ~ »1*) + 9/3 («0 — »i) = ' 
unb »et( So — »1 n*^' ^wM Werben (aitn 

*o»i — P/g (»0 + »1) + 9/s *= *J' 
II. »o>i (h^ — »I*) — P/» (»0' — »1') + f" (>o — »1) = 
ober burc& »o — i^ binibirt 

»o'iK + «i) — P/g(«o + M* + P/s »0», + r = 0. 

älus ben beiben ©leic^ngm für »g unb b^ erhält man 

j + 5 = + Pg - *• , 5 = g' — 3pr 

«0 unb Sj ftnb alfo bie aSurje(n ber SRefolnente 

(p» - 39) z» - (pq - 9r)a + (g» - 3pr) = 0. 
hieraus folgen bie SBurjeln ber cubifii^n @lei<j^ung 



l/.,> 


-r- 


KV-r 


»,■/, )/v 


— :;_ 


',J,V','-r 








J, f.,- 


— r — 


J, K».' - r 


».-».rv 


- r- 


;J,V','-r 



j.r'v-'-- -'s)/«« 



S)aÄ ^tincip ^^f« SWei&obe Rimmt Öberein mit btw , 
§. 69 9Ir. 26 III auf bie (|uabrattf^n ©leidpungen c 
roaubten. 



ru. softfnia. 



. , 1/ >l-..q S/ 



®«Wtuirt man 4«s . 27 y 

*P • 27,« == tan ««, fo i|i 



i? - J? Kl + 



27j«- 



a?, 



1 3/ — 

-^ +1/1 _ i 1 

L 9in u V -; 




nnb toeil 






«la^s Unb a?j = 



= ~ ?? -1.1/4 - 






y > fo toirb 



tn 




''= f^T^^^Jl^f 



OOSyf^iU + 




SBe« fett.« « == o 1/-» '* 



*P/ fo toirb j/^ 



'""^/«»-^^co,^ 



S . »I« y/g <.<> 



««*> fofgrtt^ 



?'/ 



§. 96. Xtigononutriti^t 9Iuf(5{ung. 



, . ,/— 1 ± cos 21 y— 3 

HI. ji» — pa; zfc 9 = 0; 4p» ^ 27 qK (Casus irredi 
Man ge^t aus Don ber goniometrifc^en ^^otmel 

sin 3t = S sin s — 4 sin «'. 

unb (et!t in berfel6en li« e = « : r , alfo r > x. Si 
We ©teic^unfl sc' — J r*an- J r» M"n 3e = 0. ^bentiftc 
biefe cubif^e ®(eti$ung mit bei gegebenen, fo etfrält i 
8ebingunfl«g[ei^unflen 



ir» 



'3' P ViP 

SMefe ®lei^nng liefert brei Bcrfd&iebene Sßert^e 
inbem 

sin^e = sm (180 — 3() = — m (180 + 3() 

iß. 3)0 femer « = r sin e ifi, fo enifpringen batau» 
aaurjetoett^e 

ar, = i: |/jp . sin », «, = ± |/|^ . «in (60 — 

3^3 = ^1^ »»''(60+ 0- 

IV. »» — p« ± g = 0; 4p' > 27 g*. (Casus irredi 

auftöfnng »on Äönifter. ©ubfiituirt mon in t 

bantfi^en gormel ^ ^/j = o, Ylq^ — jVp' = ft^'— 1, 



©efte - = tan g>, fo iji 



H 

^■J^», 
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I. a>^ + pa? ± g = 0. $Ra(l^ bcr ©arbatiifc^en Formel ifl 



©ubfütuitt tnon 4p3 : 27 g« = <ait «^^ f o ifi 



^ ^ 2 L ' CO« a ' CO« aj 



3 3 



^ J L ' stn a ' «tyi a J 



y- r- 3 



3 y 

©ubflituitt man tociter y^an| = ^an /?, fo entfielet 
a?i = =Fy| j CO* ß'-tan ß \= =^2\^*cot 2ß, 



unb loeil 



x^x^ unb xg = - Ji±y--x,2 — p, 

X, unb 0.3 = ± ()/f CO. 2ß^^^V~p\ 

n. oj» — poj ± g -= 0; 4p3 < 27 g». ©ubfHtuirt man in 
ber ©arbanlfd^en iJormcl 4p3 : 27g« = siny^, fo loirb 

SBell femer g = 2 Vp/s : «in y = }/p7s : sin y/, co« y/. 



3 



Ifl, fo mitb ]/qeo$ yi^^ = j/p/g co* J uub folglid^ 



1 



§. 96. Xtigonoindtiti^t aupfung. 



. . ,/— 1 ± cos 2ir (/ — 3 

in. ai' — pa! ± «/ = 0; 4p* 5 27 q*. (Casus irreducil 
SWon ge^t aus »on ber flomometrifd^en gormel 

sin 3c = 3 <tn t — 4 sin f'. 

unb fet(t in berfelBen jm e = a; : r , atfo r > ^. a)ifc8 
bie ©lei^ung «* — J »-»a; + J r» »in 3« = 0. ^bentifldrl 
biefe eubif^e ®lei(^ung mit ber gegebenen, fo erljält mai 
8eUngung^glcii$ungen 

Ir» = p; j r" ii»3e = ± 9; 



'3' p Kip 

S)iefe ©leic^ung liefert brei «ecfc^tebene Sert^e für 
inbem 

Jin 3€ = sin (180 - 30 = - «•" (180 + 3«) 

ift. ffia feiner » = r sin * tR, fo enlfjsringen barau« bie 
aäJurjeltoert^e 

»I = J= (^Sp • »»» *. a, = ± )/jp . sin (60 - *)/ 

«3 = =Fj/Spm(60 + f). 

IV. jb' — px ± 9 = 0; 4p'' > 27 9*. (Casus irreducil 

Stufißfung Bon Äüni|et. ©ubfHtuirt man in bcr 

bonifc^en gormet =f q/, = a, }/\q* — jVp* = W— 1» f' 



j-, = Va + bV-l + Va-b^-l 



162 VII. m]^tm. 



oj, =ia[{l -^ tanq>V-lf'h{i- tan fV-lf] 
= y— ^ j(co5 (f -hmyj/^)' -^(^cos(p^sin(fy^^y\ 

, . aWit Sltttpcttbung bc§ 3)loit)re'f d^cn @a|c8 erl^ält man nun 

a?i = 2y • cos (i>u, 

^ ' cos fp ''* 

unb tpegen 

cos y = — CO« (180 -h 7») ^ "" <^^* (180 — (f), 

^2 =- 2 y^ . CO« (60 - (jp/j); 



-3=-2f;f:. 



C05 (60 + op/a)« 
CO« 9 ^ ^^' 



' G. iBirecte ^ufldfung )^er ^leid^ungen wxa oterten (Srabe. 

§t »^^ 

rc* 4- ax^ -h feaj + c = 0. 

$eiB^ bie äSutjeln biefer @lei<j^img ds^, a?g, iP8^^4/ ^^^ f^ft^ 
man o?! -h jjg = y/ f^ ^ft Wc SRef oltjcnte : 

y« -h 2ay* 4- (a^ — 4c) y« — 6« = 0. 

®ie SGBurjetn fmb 

SBcipci«: S)ic SWetl^obcn ber Sluflöfung ber ©leid&ung finb ent= 

toebcr ©ubfiitution^s ober ©ombiTtation^metliobcn. 3n ber crflcrcn 

s tplrb in ber Siegel für bie Unbefannte eine lineare guttcttoti 

\ einer ober mel^rerer anberen eingefe^t, j. S3. a? = y 4- » ; in 



§. 97—98 ft. 9tt<4imecn vom citifnt Qudit. 



her jtueilen iBerten geluilTe 6om6tnationeii ber unbrtanntm SButi 
jeln ju neuen Unbefannten eriüöBIt, j. S. iB,3;j ober a^i 
Söir iDä^len ^ier haS lt%text Secfa^reii jut äuffinbung bet S 
fltödcn, unb fegen i, + «, = y. ®ann ift flcmäß §. Ö4, 

Wi + Xj + Xf + x^ = 0; a?, + Äj = — ('■» + aij = 
ff,a!j + x^x^ + x^Xf + x^Xj + XfX^+ x^x^ 
— «1», + (x, + a:j)(a!3+ «J + «gs:, = o, 
atfo I, x^Xg + Jijiri = a + y'. 

XiX^X^ + X^X^X^ + x^X^x^ + x^^x^ = X^X^ix^ + i 
+ !FäX«(a:j + Xj) = — p, 
*lfo IL (r,x, — XgXi = 6 ; jf. 

a^iXjXgic^ = c. , 

aBeil nun aber (x^x^ + x^x^' —(xiX^— XgX^)* = Ax^a 
ifV, fo ift auc^ 

(o + y*y — (6 : y)ä =s 4 c «nb 
9» + 2oy* + (fl» — 4c) y» _ t» = 0. 
abbirt man I. unb II., fo toirb 2xiXg = 2x^ (y 
= y» + a + -, ober x,» — yx, = — j(y' + o + -J. 

^uabratif^e ©leic^ung gt6t bie ^urjeln s, unb x,. 

©u6tra5»trt man n. wn I., fo mirb Sx^Xt = y» + o 
olfo 

«8»4 = Sl»' "•" " ~ y)' 
Xg + x^ = — y, 
tturauä Xg unb a, gefunben werben. 

%. 08a. 
11. «ttl«t*f4<« «ttttcnu»'fi^ un» awrtari'f^t gfacm 

X* + BX* + 6x + c = 0. 

I. euler'f(!6te gormel: ©tnb y^, y,, y, bie Sutjf 
«efolttente y» + joy» +- A(«* - 4c)y ^ A*"' = 0, f o fp 



154 TU. 9»fd^nitt 



b pofitiD: 



b ttegatit): 

(guter 'fd^cr »ett)ci§: *) S)ie äuflöfung ifi üon (Met 
t)ermutl^lid^ burd^ ein 6ombination^t>erfal^ren entbedt. ^knn 
fe|t man 

^1 ■+■ ^2 = ^Wu 
^1 + ^3 = 2j/y8, 
a^i -h X4 = 2f^y3, 



fo folgt a?i = j/^i -4- j/y, + j/ys: 

3Ran fe^e alfo a? = K^i + J^y2 + Vvsf ^^^» »1 ff» »9 ^e 
SBurjeln einer allgemeinen cubifd^en ©leid^ung finb, alfo üon 
y^ — dy* + cy — f = 0, fo bafe 

yi + Vi -fr- ys ^ <*/ 
yiy» + yiya -♦- y2y3 = «/ 

yiy2y8 = A 

fein toirb, ünabrirt man bie fttpponirtc ©leid^ung, fo toirb 



»2 - d = 2\/y^y^ + 2j/yiy3 + 2J^y,y3. 

Ouabrirt man abermals unb transponirt, fo erl^Ält man 

a^ - 2dx« + d« - 4e = Sj/^^i^Cj/^ + I^yi + ^'yi)/ 

ober 

«* - 2d»« - 8J/7 ^ + (d« -4e) = 0. 



*) «nlfitung ^x mqtbxa. % %f^\X, §. 192. 



§. 98 a« (Sttlct'fd^e gormeL 155 



SRcl^men »ir nun an, bafe biefe ©Icid^üng mit ber flcgebencn 
ibentif^ fei/ fo folgen l^ierau^ bie Sebingungdgleid^ungen: 

2d = — a, SV'/^ = — 6, d« — 4c = c, 



d - 


a 
"2' 


f 


6« 

~ 64' 


e — 


A(a»- 


■4c), 


ÜRtt^in iji 




. 










y» 




1 

1 




4c) y 


6« 
64 


= 0. 



b ^ofitito: «i unb », = — Kyi =F (VVi + Vva)/ 

«8 unb *« = + j/y^ =F (j/y, - Vys) ; 

b ttegatiü: x^ unb »j = + KsTi ± (Vy» + J^Vs)/ 

(Tg unb a?4 = - j/yi db (j/y^ - Kys)* 

SänbcrerScrpciiS: SHe ©ulcr'fd^c Slufföfung fielet in einem 
Sufammenl^ange mit ber 2lmpere'fd&en. 5Rad^ bem in §. 97 ge:^ 
fül^rten Setoeife ift mit 3lä(ffid^t auf bie bafelbft angenommene 
Sebeutung t)on y 

x^ -yx-h dy^ ^a -h-] =0. 

6e|t man 4y an bie ©teile t)on y^ fo gel^t bie Slm^)6re'f(i^e 
SRefobente in bie ©uler'fd^e über unb bie quabratifd^e ©leid^ung 
mit ben SBäurielmertl&cn x^ unb 0^2 in 



x^ 



2j/»a? + i(4y-h « ± ^) = <>. 



^ierau^ folgt, bafe man jur SJeftimmung üon x folgenbe 
©lei^ungen auf julöfen l^at, in benen y^, y^, y^ bie SBurjelioertl^e 
bet SÄefotoente pnb. 

0?! 4- iTg = =^ 2j/jri, a?2 + ^3 = — (-^1 + ^J= ± 2j/y3, 
a?i + 0^3 = =F 2l/y^, a?^ + a?^ = — (a?i -h aJ3)= ± 2^/^^^ 
a?! + a?4 = =F 2l/y3, a?3 + a?^ = — (a?i + 0-2)= =fc 2\/y^. 

9Bäl^lt man ba8 obere ^orjeid^en, fo erl^ält man 



• i 
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^^9 

^3/ 



^1 = - J^yi - 1^ — 1^1 

SSJäl^lt man bagcgen überall ba^ untere Sorjeid^en, fo ift 

a?3 unb 0?^ = - Kyi =*= (Vvi - J^y»)* 

SDie Slefoltetite In y \)at loegen be^ ne^atioen Sorjeid^enö bc« 
legten ® liebe« ftet« eine ^jofitiüe reelle SEBurjel. Um ju cr^ 
mittein, mann baiJ obere, mann ba« untere SSorjeiiä^en gültig 
fei, recurriren mir auf bie ©leicSung §. 97, IL, nämlic^ x^x^ 
— x^x^ = 6 : (a?i -h x^), inbem mir t}orau«fe|en, e« fei a?! + rr^ 
ber negatiije Sl^eil ber Summe ber SBurjeln ber gegebenen 
©leid^ung. 3)ann gel^t bie ©leid^ung über in 



6 = («1 4- x^) {x,x^ — x^xj = (- 2j/yi).(— 4j/y2y3) 

3ft l&ingegctt ». + a?, = ^Vvu ^* ^- fl'^^^ ^>^^ pofltiöett 
5;i^eile ber SBurjelfumme, fo ift 

3fl alfo b i)ofitit), fo fmb bie oberen, ifl b negatit), bie 
unteren 3^i<$^^ 8^ nel^men. 

IL SRetl^obe öott 6artcfiu§. 3lad^bem bie @leid^ung 
rebucirt ifl, jerlege man fie in jmci trinomifd^c gactoren: 

«* 4- ox* + 6x + c = (x* 4- yx + ») (x* — yx -I- I) == 0. 

?)ie btei Sonjlanten a, 6, c fä]{>ren a^ i>t« SefHmmung^ 
9lei(i^un9en ))on y^ s^ i; n&mttd^ 

>« + 2a»* 4- (a* - 4c)^ss _ 5« = q, 

toel^e man in bie quabraiifc^en ©leid^ungen x' + yx + s = 0, 
«• — f X 4- I « ein^ufe^n l^t. 

S>ie SESutjelfotmen flimmen alfo mit benm ber am|>ere'fd^n 
SRel^obe äbmin. 



g. 98 a. 9matt'I4« Sonn«!. 



m. anet^obe BDit gertari. ♦) ©ie fft bte HRet&ol« be« 
ßrftnber« uttb Wirb m^ italienif^e Sllettiobe flenannt. S3ie: 
[dbe erforbett (eine Stebuction. ©egeben fei 

jc* + (Mf* + 6a:^ + cjr + d = 0. 

aWan [eße unter ßtnfütirung breier neuen Se|lintmun 
P> 1> *■ 

(»»+!« + pj« = (?a. + r)«, 

ober georbnet 

X* + ftE* + l^+ 2p — 9Ma;» + ((ip— 29'r)a+{p8- 

S)ie ©oefiRcni biefer unb ber gegebenen ©teicöung ei 

,. _ 2p + (I" - l), 

2^ = ap — c, 



r^ = p« — d, 

fltfo ifi baiS Btetfod^e ^tobuct her etflen unb britUn S 
gleich bem Ouabrate ber giueiten. 

hieraus erhält man bie SÄefofBente, »etd^e gleid&ft 
biitten ®rabe ijl, nämliij^ 

, 6 , ac — U [aH — 4bd + c«l 

p'-äP +— r-^'-L 8 J = 

S3iefc ©teic^ung gibt fiel« eine reelle Sßutjel für reel 
danten ber biquabratifd&en ®Ieid&ung, beren Bier SEBurjel 
ben «Jetben mittel« bet quabratifc^en: 

«»+(^±g)a + (pir) = Q. 



*) SuboDico genrori, ein Sputet Don ©acbano, eifonb juetp 
tCiDbe, bic biquabtalif 1^(11 ©lei^ungen aufjulbfen, o^nt fie jrbot^ {u 
tilgen. Scr(^. Cardanvi«, Aj« magna; Mediolani 1545; unb 
I'algebra parte moggiure dell' Aritmetics. Bologna, )äT2, 



«. 08 b. 
111. «»»ctt fi9fttttA<n kn H«uiitotftUf4(tt ttlcU^ttflcn. 

I. SWet^obe Bon $ulbe. ©ie befte^t in ber Xtanfc 
foimation ber Oleic^ung in eine reciprofe tiqnabratifc&e ©letii&unfl 
unb ift alfo eine ©ubftitutionSmet^obe. 

©egt man in ber allgemeinen ©letc^ung 

05* + o«' + bx' + ex + d — 0, 

für » ben Sffieri^ qy + r, 100 y bie neue Unfiefannte, q unb r 
jtoei SBeflimniungSgrßfien finb, (o erhält man: 



^^iL±I 




+ 3„-H.^,^4.. 


+ 3or' 


■+.2br+. 




obet für} 


j' + ff» 


Ol-' + tr' + er + li 

' + Wj« + rj + 


= 0, 
-0. 







3ut rectprofen gönn gehört bie SSebingung (Mebucente) 
9PQ = P', atfo 

, . , . , , , Mr« + 3flr» + 2br + cV 



Drbnet man na^ HJct^niMi »on f"- fo et&ätt man bie cuMfd&c 
Sftefolbente 

{a'*~^ab+8cy+(a^b-h2ac—4b*+ied)r^+(a'c+8ad—4bc)r 

iBorauä ein reettet SGBerf^ »on r gefunben toerben tann. ©rücEt 
man noii^ 9 büx^ r auä, fo erhält man bie reci^jrote @leit$ung. 

3)ie ^ulte'fd^e SßefolDente ge^t in bie @uler'fc&e über, «Jen« 

man a = 0, r = ^ fegt; alfo 
öy 

y^ + ^by' + i^(b^ - 4d)y - Ac' = 0- 
n. 9Ieue aJlet^obe *). 3)ieä ift eine SombinationSmet^obe, 
wett^e auf eine reciiptote SRefotüentengteiiJ&ung Dom fettsten @rabc 
fit^rt. 



•) aB«t5obe brt »«foffwä. 3«t(ifirift für ^p^^f. u. aHol?. vni. p»g. 
140 unb Giornale di Matematiche del Sign. Battaglini di Mapoll. 



§. 98b, ^tt^muitu 6i(ruBt>ni({f(§( Sitzung. 



©egeben fei bie ©leic^ung 

aj* -I- ojB» + fcjc» + 0» + d = 0. 

39^c^et man mit u ba^ geomettift^e ^Rittet je 
ffiutgeln ber ®leiä)im%, fo Wirb 

x,Xg = «1* = y„ arjiEa = «4* = rf : Sa = »7s, 
XiX^ ~ «j* = jj, a^jij = «5* = d : sfj = ^,, 
a;,»4 = Og» = j/j, ÄjiT^ = «g* = d : y, = 7,. 

ffiS finb nun bie aBert^e y,, y,, j/,, ^/i, j;,, j?, offenl 
aBurjclroert^c einer reciptofen ©let^ung uom fed&8Jen ©rai 
ju berfelben ju gelangen, fe^e man in ben Biet ßoeffii 
glei*ungen (§. 97) 

(«,+*,) + (a!g+afj = — ö, (1) 
ir,a:g+(a!,+arg) (äCj+aiJ + x^x^ = 5, (2) 
^i^i^aC^s+^J + *3^4(i>'i+^a) = — C/ (3) 

XyX^XgX^ = d, (4) 

bie Kombinationen x^^ + x^ = z, «,3;^ = y. 
©aburc^ erhält man 

auÄ (2) y H z(fl + s) = 6, (5) 

9 

aa& (3) — j(a + a) + -» = — c. (6) 

y 
©ubfütuitt man a aus (6) in (5), fo ei^ält man 
ys „ j,ys + (ac _ (j)y4 _ (flüd _ 2bd + c%* 
+ (oc — d)dy* — Ini*y + d* = 0, 



ober 



-4fed+ 



Welche mit ber SRefolöente Bon gerrari ObereinfHmmt. SU 
jeln ber a:=@[eic&ung finb bemnac^ 




1(0 vn. Slbfd^nitL 



je ttad^bem {siV^ys + (»i + y« -»- ya)^ • VyiViSsf^ -= =Fa, ober 



, = .v^. , = ^Y 



4 ' 






je ttad^bem hjjyji/j + (tji + »7» + »7s)]<< = J^'^i^s'^s«' = -1-0 iji. 

aJTan faittt ble SSäurjeltDCtt]^ au^ in logarilfymifd^fn Slu?- 
brfidctt mleber Qtbtn: 



log (x^^) = 


toflf Vi -h toflf ^2 -h log y^ 


— log d, 


log (a:,«) 


log Vi + log 75 -h foflf yg 


— log d, 


'ö» (^8*) = 


log ri^ + toflf y^ -»- 'öflf 173 


— toflf d, 


log (xj) = 


/Oflf Vi + log rj^ + log rj^ 


— log d. 



ni. aRctl^obctoonaob. S)iefe ijl cbeufaDtö eine 6om^ 
binationSmetl^obc, \otlä)e auf eine Slcfolücnte t)ont fed^^ten ®rabe 
fü^rt, bie fid^ in brei trinomifd^e gactoren toom gleiten ©rabc 
gcriegcn Iä§t. ®ic SEBurjeln biefer JRefolücntc finb bic axit'^- 
melifd^cn Wliitel je jmeier SOSurgeln bcr biquabratifd^cn 
Oleid^unfl 

rc* + ax^ + firc* -h co? -h rf = 0. 

©ie ifi alfo bcr (Suler'fd^cn Sluflöfung tjcrtoanbt. Qob fül^rt 

für X bcn compleyen SBcrll^ p(l d= J^— «) ein, fe^t bie ©umme 
ber reellen ©lieber gleid^ 3fluII, ebenfo bie ber imaginären unb 
bilbet burd& ©ubflitulion üon n au^ ber einen in bie anbere 
eine ©leid^ung in q (9lefotoente). Qu biefer gelangt man aber 

einfad^er auf folgenbem SBege: ®a x = ()(1 db j/— «) ifl, foifl 



X 



1 = Pi(l +K— «i)/ ^2 = (^i(l — F'— »i)- 



Slbbirt man, fo lüirb q^ = ^^ ^ ^ lüorauS man erfie^t, 

bafe () ba« aritfmetif($e 3RitteI jtt}eier SBurjeltoertl^e t}on x ifi. 
3)a es fed&S toerfd^iebene ©ombinalionen ber üier SBurjeln gibt, 
fo mufe bie ©leid^ung in g üom fed^gten ©rabe fein. Um ibre 
ßoefficienten ju finbcn, recurriren mir auf bie ©leid^ungen (5) 
unb (6) ber vorigen ajietl^obe unb fe|en z = 2q, alfo 



§. 98 b, 


3o6'f(^ ^ottntE. 


- S(2S + 


2j(o + 2j) - 1 

, 2d 
0) + -■ (. = - 



3)IuIti)}Iicirt man bie erfte ©leid^ung mit 2g unb fu£ 

bie jlüeite, (o er^iält man eine ©tetc&ung woni erfien @tabe 
[ii$ y, iBDcau« y in bie erfte Olei^uitg eingefe^t TOerber 
3)ie« gibt bie 3tefol»ente: 



ac+2a*6+fcä— 4rf , a*c+a6*- 



3nan er^äd biefe @Ieii$ung ebenfalls, wenn man x a 
Reiben @Ieit$ungen 

(x — e)* + a(x — p)3 + b(x — (>)ä + c(a! — p) + d 

(a: + q)* — fl(a! + ?)* + fc(a! + ?)* — c(;C + p) + d 

eliminivt. S)ie ^albe ©umme biefer ©(eii^ngen ift 

«* + (6e* — 3op + 6) a:* + (p* — op^ + ftp* — cg+ i 

bie Ifiatbe Iitfferenj 

(4p — a) ac» + (4p3 — 3ap" + 2frp — c) j: = 

3)Ian biijtbire bie te(j(ere ©leiii&ung burd& a; unb fege 
bie erile ein. 

Um nun eine ÜlefolBente »om britten @cabe ju n 
ne^me ma« an 

.■ + i. + y,-o, 
i'' + ^f + j, = 0, 

?' + ^p + ». - 0, 

unb muUipIicite fie mit einander. 
S)ieä gibt 

, So 
'■'+T-" 



1<J2 Vn. Sttfdjnitt. 



alyi+y2-*-yn+\y^+\yiyi+yiy3+9iyi-*-\(yi+yi+y3)J9' 



a 



@e|t mon bie bciben ©leiji^uttgen in p ®lieb für ©tieb eiti- 
attber gleid^, fo finbet man leidet 

»1 + »2 + ys = 2' 

ae-i-b* — 4d 

ViVs + yiVs + ysys = jg ' 

o*d — abe + c' 
ViViVs = 64 • 

SfoiflUc^ ifi 

y» - ifcy* + Uao + 6» - 4d)y +. ^''^ ~ ^' "^ "' = 0, 

unb 

X, unb x,= '^l[a-\- j/a2-i6yj±(l/a«-16y, ^l^a^-ieys)], 
0:3 unb a?4=-l[a-^^a«-16yi=b(^a«-16y,-K«»-16y3)]* 



D. <^ufl9fun9 itx numerifd^m iSUid^ungm tion l)9l)rrm (Srabrn 

ntit einer unbekannten. 

§. 90. 

^tftxial^: Sine numerif($e ©Icid&ung, in ttjcld^er bie 
ßoefficienlen ganjcSö^I^n finb, fann feinen rationa= 
(en SSrud^ jur SSJurgel l^a&en. 

Säettjeiä: Sei x = ^ unb 

p 

fo ifl aud^, nad^bem a? = ^ fubfKtuirt unb bie ©leid^ung ntit 
ß^-^ mnltiplicirt ifl. 



^'ä^txt nunicnft^e ^leH^uiigen. 



tta« offenBat nic^t mögti^ ifi. 

hieraus folgt nun, baß bie rationalen SSutjeln ber (Slei 
ganje j^actoren beä abfolutgttebe« T fmb. Sffienn man alfi 
3[6fo[utg[ieb in feine gan}en ^actoien jerlegt unb biefelben f 
je nac^bem baä ^oIl>nom ^eic^entuec^fet ober geic^enfolgen 
fo)vot»l )}ofitito aU negativ nac^ unb nac^ etnfegt, fo finb bt 
gen ^actoren, Welche baS ^ol^nom X ju ühlQ machen, Sffii 
bet @[ei^ng. 

§iirriot'|((icr fieftrfo^: 3eiie ®lei*ung, in toeld&er 
©lieb fe^Ii, tann nic^t mel^r pefititie Sutgeln 
3ei<$entved^fe[ unb nii$t raeJ)t negatibe SEBurjeln 
3eii$enfoIgen l^aben. 

3Ret^Dbe ber ausfd^tiefeung ber gactoren, w 
feine SBurgeln finb. Senn baS le^te ®lieb nte(e eil 
(Jactoren beRlt, fo !ann man oft mit Sßortl&eit erft biete gac 
auSfd^Iiegen. Qa bem @nbe fege man in bem ^ol^nom X 
jc = ± 1 ein unb bejelc&ne bie 3lefiiltate mit R unb B^. 
ienigen gactoren Bon T, loeti^e poRtt» genommen um I w 
bert lein SHafe »on Ä unb jugleid& um 1 sermc|rt lein Mal 
R^ |inb, fönnen feine SSutjeln ber ©leic^ung [ein. ®6enfo 
jene goctoren, Wet^e negatiB genommen um 1 Berminbert 
äKafe »on Äi unb um 1 »erme^rt tein SRa| Bon R fini, 
3üd&ttt)urjeln auiSjulaffen. 



Sal&len6eifi)iel: 9Ir. 



- 4a:» — 9a) + 36 = 



S)ie @Ieit$ung ^at 2 ))o[itiBe, 1 negatiB« Surjel. 
Bon 36 rmb ± (1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36). 



gac: 



ßoefftcienten: 



= + 1 
- 1 



1 - 3 
1 -6 



12 +24 (= b; 

■ 4 + 40 (= K, 



gactoren Bon ä ftnb — 2 — l, Bon B^ — 2 + 

±3- 1 ±3 + 

+ 4-1 +4 + 

+ 9_ 1 +9 + 

S)ie ©urgeln finb alfo unter ben 3a^(en — 2, ± 3, h 
- 9 entsaften, nfimtic^ + 3, — 3, + 4. 



164 VJI. 9lbfd^mtt. 



§♦ 100« 

1) ©Ittb p uttb p + 1 gioei aufcinanber folgenbc ganje 3a^=: 
Ictt, tt)cld^c bic In §. 94 SWr. 6 angcgcfiene ©igcufd^aft bcjifectt, fo 
iftp ein S^ä^crungStocrtl^ bcr SBurjeL Slngenommctt, c« feien 
bie ben SBertl^cn a? = p.unba; = p-i-l entfpred^enben SBertl^e 
ber gwnctionen x gleid^ (jn unb tp^, toeld^e man g eitler ber 
©leid^ung nennt (üergl. §. 82, 14, /9), fo fann ntan gemö^ be§ 
@a|eg §. 94. 5, «) annel^nten, bafe bie Slenberung ber ^unction 
X ber SSeränbernng beS SBertj^e^ a? nal^eju proportional fei (regula 
falsi). *) @g tt)irb alfo bie gunction il^r SSorjeid^en änbem 
nal^ep bei 

qp • 1 (p -^ i) w — P</»' 
(p ^' qi4 qp — <jp/ 

3)iefer SQBertl; w ioirb al^bann ber ®Iei($ung näl^erung§ = 
toeife ©enüge leiften. 

»eifptel 4) aj» -h 3a; - 5 = 0. 

05 = 1, ijp = — 1, 

2 . ( - 1) -> 1 , 9 ,^ 
a? = 2, r;).= 4- 9, « = ^—^ — y = 1,1 



• • • • 



1—3) SBenn ber ©leid^ung a?»" -h «a;"'-^ + fta;™-^ ■ 
+ p = bnr($ ben für x gefegten SBertl^; « näl^ernng^tocife 
(Senüge geleifiet loirb, fo finbet man bie ßorrection h, yxxa loeld^e 
man n ju üermel^ren \)oX, nm einen genaueren SBertl^ ju erl^alten, 
inbem mm x = n -^ h in bie gnnction einfe|t nnb bie neue 
©letij^ung nad& h auflöft. Sabei fann man ber relativen ftlein= 
l^eit n)egen bie l^öl^eren 5ßotenjen t)on A gegen bie erfle toernad^^ 
läffigen. 3Kan fann atebann « -h A ate einen nenen 9iä]^erungg= 
toertl^ n> anfeilen nnb bie ©orrection hs bcred^nen u. f. n). 

5J)ie eorrection 



A = - 



,i,,n™~^+(m— l)-a-»*"-2-4-(m— 2).6*n™-3-|- . . 



*) SRctl^obe ber rogula falsi bei ber Sfuflöfung transcenbenter ©leidjim: 
gen. §. 106. 



§. 100—103. ^lä^rungämd^obett. 



». 101. 
3) «ttllöfutiflttt >ev «lei«utt«m »ttt« lUttttünM 

1) aWet^obe tton Sagrange. 3ji p bet in §. ] 
angebeutete gotije 5fiä^etuug8wert^ einer SButjet, fo fuiflitu 

.t: = p + - in bei Function X, otbne nad& y. 3ft p. 

gunction y, ipoä p für X ift, fo fege y = p, + - u. f. 
bann iff 

a: = p + 1 

p- + 1 

p..+± 

p.u + . . . . 

». 102. 

1) Met^obe Bon §ei«. 3fip>a:>p+l, 
man o- = p + - in bie ^nction ein unb ocbne na^ 



nac& s. 3ft p„ > » >- p» + 1, fo \t%t a = {p,y + 

u- f. f., fo i|l 

p/ + 1 p/y + l ' p«, + 1 

^iergteic^e §. 86. 

«.10». 
S) tt«Jlff<'f«K 9Ref40»(. 

35iefe Sllet^obe, nnmerifd^e ©leic&ungen aufjulöfen, ber 
bem aserfa^roi, bafe man aus einet gegebenen ©feii^ung ei 
ableitet (ttanSformirt), beren 3Surje(n bie Üuabrate bet S 
bet gegebenen ©lelt^nng ftttb, baß man mit ber neuen e6ei 
fä(ict u. f. f., bi« bie Sogarit^men ber Eoeffktenten f«^ 
peln, »otauägefe^t, bafe alle SButjetn Bon einanbet »etfdjiei 



im 



w «iA ei gcjuna kn, rädoKtini &ir ftcberea < a K^e« Scs- 
i'dbai !■ PcnMi^iWny. es tri die 

9 =Jp' + i^+Cf'+ 

t- = ^+ Äf" + Cf + 

alf9 taU^, wnn k« mm jeen Heia SUit^aa^ni 

*> = J«' + Ä«* + f V + 

'/ ^ /*f^ — «•> + «(p' — u") + Cif — «') + , 

,f, = ^(^ _ «.j + B(^ _ «*) + C(^ _ ^) + 

;»*=(«+ rfj* = <^ + fl- «»-' ■ d, 

y* = (u + «)>'' = a'' + fr - «''-' • rf, u. f. W. 

-/. = 4 (i4 • a • «•-' + B - * • a"^' -h C e ■ a'-' + ), 

./., = $.(4 . a ■'<'-' + Ä • fr • a"-' + C • c • a'-' + . . . ->. 

^olflli* ifi 

if : -f-i = i • d, , 

ei wr^alten Ü^ ffii fe^ tleine 3Bert^ bet @u6fKtulioiid= 
: trte ^c^let bei (Slric^ng toi« bie ^^(n bct SubfK= 
iwti. 

Subftiluitt mon nun i« y : v. = J : J. für <I unb rf. bw 
^e p — u unb 9 — u, fo ftnbet man ben 9)ät)mnm§n>nt^ 

„ _ p • y- — q • y 
y, — V 
!rft nun 9 genauer al8 p unb « = r genouer atä y, v>/ 
Je^tet ber Öleit^ung für r, fo ift ein noif genauerer SEBerl^ 

_ g ■ y.. — r ■ y. 



Man fäfjrt (jiermit fort, b\& « ^inteit^nb genou beftimmt iji. 



